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Resumo: Até por volta de 1800, a filosofia ocidental acreditava
que havia dois tipos de concep¢io no mundo: as mentais ¢ as
fisicas. Dali, as extensas discussoes sobre o conhecimento analitico
e sintético que dominou a filosofia de Kant, o maior filésofo do
Iluminismo. Porém, a partir dos estudos peirceanos, a discussao
sobre as concepgoes ampliou, dando origem & complementaridade,
que, atualmente, aborda as concepgoes de extensio e de intensio
da légica e da filosofia. No contexto educacional frequentemente
se afirma que a matemdtica ¢ uma linguagem, uma vez que
ela fornece tanto um meio de comunicagio quanto uma
substancia¢io dos nossos pensamentos. Como consequéncia, a
fluidez matemdtica passa a ser considerada a mais importante.
Nessa perspectiva, os principios pedagégicos subjacentes ao ensino
da matemitica se tornam semelhantes aos utilizados no ensino de
linguas. Mas, a matematica nio ¢ mera linguagem. A linguagem ¢
um instrumento maravilhoso do espirito humano, contudo serve
muito melhor 4 légica, & poesia ¢  retdrica do que & matematica.
Dessa forma, este artigo objetiva mostrar que a abordagem da
educagiao matemdtica elementar deve consistir em ensinar aler um
termo além da sua correspondéncia entre letras ¢ sons, ¢ também
em permitir a compreensio de como um conjunto de habilidades
pode ser trabalhado completamente de forma abstrata em relacio
ao contetdo, abrangendo a complementaridade de intensio e
extensio. A metodologia semidtica ¢ utilizada como aporte para
analisar sobre o que ¢ realmente a matematica.
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Matematica.
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Este trabalho estd sob uma

1 INTRODUCAO

O ilustre matemético Reuben Hersh (1927-2020), questionava, em 1997, O
que ¢ realmente a Matemdtica?no seu livro que tinha esse titulo. Ele propunha
considerar os objetos matemdticos como entidades sociais e reconhecer que
a matemdtica ¢ uma realidade essencialmente social, objetivando evitar a
alternativa entre o idealismo ¢ o empirismo, que dominava as discussoes sobre
esse assunto. As entidades sociais, dizia ele: ?nio sio nem mentais nem fisicas, mas
tém aspectos mentais e fisicos.? (1997, p- 14, tradugéo nossa). Paraele, as questoes
sobre a natureza dos objetos mateméticos somente poderiam ser respondidas de
acordo com uma perspectiva social.

A partir desse entendimento, podemos concluir que o conceito de uma teoria
evolui paralelamente s mudancas de nossa visao sobre a sociedade.

Um exemplo da mudanca de valores de uma sociedade, pode ser caracterizado
com o ocorrido na Revolug¢io Francesa. Luis XVI (1754-1793), o tltimo rei de
Franca, nao aceitava que Maximilien de Robespierre (1758-1794) ¢ os jacobinos
o podiam julgar, porque tradicionalmente o préprio rei era o Estado e alei. Como
se poderia levar o rei ao tribunal, se ele proprio personificava a lei? As sociedades
e os estados modernos emergiram no rescaldo da Revolugao Francesa e foram
caracterizados, de um lado, com ideais individualistas (liberdade, igualdade) e,
de outro, através de uma estrutura formal de leis e sistemas juridicos. Foi dessa
maneira que os Cddigos Civil e Penal dos franceses transformaram a sociedade
tradicional em uma sociedade moderna.

A estrutura formal de leis foi um produto de opinides, adotado pelos
romanticos na Franca e na Alemanha, que transformou o conhecimento,
especialmente a matemdtica, e as opinides sobre o nosso lugar na sociedade e no

universo. Por falta de espaco, citamos duas testemunhas, Novalis (1772-1801) (el
e Georg Hamann (1730-1788), respectivamente.
Novalis:

A designacio por meio de tons e tracos ¢ uma abstracio admirdvel. Quatro letras
significam Deus para mim; em alguns tracos um milhio de coisas. Como ¢ ficil a
manipulagio do Universo, como ¢ viva a concentricidade do mundo espiritual! A
teoria da linguagem ¢ a dinAmica do reino espiritual. Uma palavra de comando move
exércitos; a palavra liberta nagoes (1960, p. 412, tradugio nossa).

Hamann:

Uma lei nunca ¢ tio perturbadora e ofensiva quanto um veredito baseado em
aprovagao conveniente. A primeira nio toca em nada na minha autoestima, e
estende-se exclusivamente 3 minha agio, por isso iguala todos aqueles que se
encontram na mesma situacio. Uma decisio arbitrdria sem lei ¢ sempre uma

escravidio para nés (1988, p. 59, tradugio nossa).

A linguagem para Hamann ¢ exatamente o oposto do que foi afirmado pelas
teorias linguisticas do Iluminismo. Tanto Novalis quanto Hamann enfatizaram
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a criatividade da linguagem e do simbolismo, uma vez que tudo parece dissolver-
se em linguagem ou semidtica em geral.

A visao da matemadtica como linguagem tem sido especialmente ressaltada
entre os estudiosos da 16gica, das ciéncias humanas e em contextos educacionais.
De acordo com Edward Effros (1935-2019), mesmo que se tenha a premissa
de que a matemadtica seja uma linguagem, j& que fornece tanto um meio de
comunica¢io quanto uma substanciagio dos nossos pensamentos, ¢ ainda que
esse aspecto da matemdtica explique seu papel fundamental na ciéncia moderna, o
argumento de que deverifamos nos concentrar no ensino de métodos de resolucao
de problemas representa um mal-entendido bésico sobre o objetivo da educacao
matemdtica. Afinal, ndo incluimos élgebra no curriculo do ensino médio para
permitir que os alunos resolvam os problemas das palavras (1998).

Norbert Wiener (1894-1964) elucida essas transformacoes de uma visio
funcional para o estruturalismo teérico ao caracterizar o novo individualismo
intelectual afirmando que:

[...] aquele que se concentrar em seus préprios estados mentais se voltard, quando se
tornar matemdtico, para a prova de teoremas matematicos, e nao para os proprios
teoremas, e serd obrigado a se opor a provas inadequadas de teoremas adequados. [...]
Para nés, hoje em dia, o principal tema dos matematicos do periodo romantico pode
parecer pouco romantico e repulsivo. A nova matemdtica se dedicou ao rigor, [.]O
que a nova geragdo em matemdtica havia descoberto era o matemdtico; assim como
o0 que os romanticos haviam descoberto na poesia foi o poeta e o que descobriram na
musica foi o mtisico (WIENER, 1951, p. 92-96, tradugio nossa).

Este artigo ird argumentar contra o paradigma de que a matemdtica ¢
uma linguagem ¢ a favor de que ela ¢ uma atividade que muda de acordo
com as concepgoes estabelecidas pela sociedade. A abordagem metodoldgica se
fundamenta na semidtica peirceana, com o aporte de uma analise tedrica que
busca desmistificar a realidade dos objetos matemiticos.

2 PALAVRAS E COISAS

Antes da Revolugio Cientifica do século XVII, o conhecimento classico era
completamente determinado por seu objeto. Pensar significava pensar no préprio
ser. A natureza do pensamento cientifico estava na propria compreensio do que
existia. ?A légica e a metodologia aristotélica, em seus principios gerais, sao uma
verdadeira expressio da metafisica aristotélica? (CASSIRER, 1953, p. 4, traducio
nossa), ¢ os métodos de investigagio sempre tiveram que ser congruentes com os
objetos investigados.

Entdo, em certo periodo da histdria, aconteceu que palavras e coisas se
separaram ¢ a interpretacio comum de nossas impressoes sensoriais pareceu se
tornar totalmente nio confidvel. ?Desde o final do século XVI, mais e mais
autores optam pela certeza do método e, portanto, o método matematico ganha
importincia, porque é o mais seguro? (SCHULING, 1969, p. 76, tradugio
nossa). E um mérito de Michel Foucault (1926-1984) ter trazido essa concepgio
para o centro de nossa aten¢ao. No inicio do século XVII, Foucault afirmou:

[...] a escrita deixou de ser a prosa do mundo, semelhancas e sinais dissolveram
sua antiga alianga; as similitudes se tornaram enganosas. [...] O pensamento deixa
de se mover no elemento de semelhanga. A semelhanga nio ¢ mais a forma de
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conhecimento, mas a ocasido do erro. [...] ?E um habito frequente?, diz Descartes,
nas primeiras linhas de seu Regulae, ?quando descobrimos varias semelhancas
entre as coisas, atribuir a ambas igualmente, mesmo em pONtos em que sio
realmente diferentes, aquilo que reconheceram verdadeiro apenas um deles?. A era
da semelhanca estd chegando ao fim. [...] E assim como a interpretagio no século
XVI[...] era essencialmente um conhecimento baseado na semelhanca, a ordenacio
das coisas por meio de signos constitui todas as formas empiricas de conhecimento
como conhecimento baseado na identidade e na diferenca (1973, p. 47-51 e p. 56-57,
traducio nossa).

Virios autores apontaram que o principal impacto da Revolu¢io Cientifica
do século XVI/XVII veio de uma mudanga nos habitos do pensamento e, em
particular, de uma campanha pela certeza cognitiva individual. Foi o problema
central de René Descartes (1596-1650) e o objetivo geral do seu Discurso sobre o
M¢étodo. *Fiquei especialmente encantado com a matemdtica por causa da certeza
e evidéncia de seus raciocinios. Mas, no comego, eu nao percebi sua utilidade
genuina, pensando que eles tinham apenas contribuido para o avango das artes
mecanicas? (DESCARTES, 2001, Regra I, tradugao nossa).

Havia, no entanto, um segundo problema do conhecimento causado por
mudancas nas relagdes sociais. Uma pessoa ¢ uma manifestagio da existéncia
social dentro de um espago de possibilidades e situada dentro de um mundo e de
uma tradi¢ao cultural. Isso elucida a controvérsia entre a perspectiva analitica de
Gottfried Leibniz (1646-1716) ¢ a visdo intuitiva e geométrica de Descartes.

De acordo com Ian Hacking (1936- ) ?Leibniz tinha certeza de que a
verdade matemdtica ¢ constituida pela prova, enquanto Descartes pensava que
as condi¢oes da verdade nada tém a ver com demonstragoes? (1984, p. 211,
tradugdo nossa). Isso nio significa que Descartes estivesse menos preocupado
com averdade ou com a certeza. Ao contrario: ?A tnica atividade no mundo, que
realmente diz respeito a Descartes, é o pensamento ¢ a busca da verdade. Se ele
tivesse composto a oracio do Pai Nosso, sem duvida conteria a invocagio ¢ zdo
nos conduza ao erro? (GELLNER, 1992, p. 7, traducio nossa).

Uma personificacio  discutivelmente importante do individualismo
cartesiano, bem como das preocupacgoes sociais de Leibniz, pode ser encontrada
no movimento protestante ¢ em seu principio de Sola Scriptura. Martinho Lutero
(1483-1546), tendo sido convocado pelo imperador Carlos V para renunciar a
seus ensinamentos religiosos, exigiu que seus erros fossem provados na Biblia. O
texto da Biblia era a tnica autoridade a qual ele se curvaria. O jovem imperador
ficou genuinamente chocado. Se fosse concedido se defender a luz das escrituras
a quem contradiz os conselhos ¢ o entendimento comum do Estado e da Igreja,
entdo ?[..] nao teremos nada no cristianismo que seja certo ou conclusivo?
(RYRIE, 2017, p. 28, tradugio nossa).

Para Leibniz, a matemadtica ou légica, nos séculos XVI/XVII, foi uma arte para
produzir provas que deveriam convencer as pessoas a aceitar algo ¢ educi-las.
Desse modo, Leibniz nao seguiu o principio da Sola Scriptura, porém confiou
mais em provas logicas da existéncia de Deus.

Foi essa transformagiao que Foucault chamou de transi¢io de um tempo
de Interpretagio para a era da Representacio. O pensamento ¢ um signo e
uma doutrina sobre a qual Leibniz ¢ os ?[...] pensadores por volta de 17002,
concordaram (PEIRCE, CP 5.470, traducio nossa). A ideia de calcular com
o famoso . desconhecido da élgebra, exemplifica os novos sinais de papéis
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livres que foram adquiridos. Desde entdo, a semidtica tornou-se peca central da
epistemologia ¢ a matematica passou a ser considerada como atividade que opera
essencialmente por meio de simbolos e diagramas, ou seja, a semidtica tornou-se
fundamental.

A partir da semidtica, a forma de perceber as ideias mudou completamente.
Agora, nao precisamos defender uma ideia em detrimento a outra que
seja contraditéria. Considerando os exemplos contraditérios entre Leibniz e
Descartes, referenciados acima, ¢ possivel perceber que ambos tinham suas razoes
e suas limitagoes. Atualmente, ¢ preciso conhecer o contexto de cada situagao
para escolher a melhor ferramenta, o melhor caminho, a melhor verdade. A
perspectiva semidtica nos mostrou que tanto o pensamento analitico de Leibniz
(referéncia) quanto o intuicionismo de Descartes (sentido) sao importantes para
a evolugio da matemdtica.

Para reforcar o entendimento das mudancas que ocorrem ao longo do tempo
e como elas implicaram em mudancas nas ciéncias, inclusive na educacio
matemdtica, vamos apresentar, a seguir, transformagdes ocorridas tanto na
interpretagao da geometria quanto na da algebra, por meio do desenvolvimento
de alguns conceitos, ideias, teorias, percepgoes e fundamentos que embasaram as
ciéncias, bem como retratar algumas implicagées nas ciéncias matematicas.

3 TRANSFORMACAO NA INTERPRETACAO DA
GEOMETRIA

O desenvolvimento histérico da matemitica ¢ concebido como uma sequéncia de
inovagoes simbdlicas ou linguisticas. Em Os Elementos de Euclides, por exemplo,
elogia-se a mente cientifica que aparece no arranjo organizado de problemas e de
teoremas, mas nao se percebe que a geometria de Euclides ¢ uma teoria das figuras
numa metafisica que nao inclui uma teoria do espago. Portanto, certos problemas,
como o da duplicagio do cubo, nao podem ser resolvidos dentro do contexto da
geometria euclidiana, entretanto, podem ser facilmente resolvidos, por exemplo,
utilizando o principio da continuidade. Mas, os gregos nao conseguiram concluir
que na matemadtica poder-se-ia conceber uma solugao totalmente desassociada da
construtibilidade.

A Revolugio Copernicana da Epistemologia de Immanuel Kant (1724-1804)
trouxe a ideia de espago, concebendo-a como uma espécie de meio subjetivo. 20
espaco nao ¢ um conceito empirico. [?] O espago é uma representagio necesséria,
a priori, que serve como base de todas as intui¢des externas? (KANT, 1787,
B39, tradugio nossa). O uso que Kant faz da ideia de espago ¢ frequentemente
criticado em circulos da filosofia analitica, no entanto, ¢ criticado por razoes
erradas, nomeadamente por uma insuficiéncia da sua légica. Eis o que Milton
Friedman (1912-2006)escreve:

A concepgao de Kant de prova matematica é, naturalmente, andtema para nds.
Entretanto, as figuras espaciais produzidas, nio sio constituintes essenciais das
provas, mas, na melhor das hipéteses, ajudam (e muito possivelmente induzem em
erro) [...] A prépria prova é um objeto puramente formal ou conceitual, idealmente
uma sequéncia de expressdes em uma determinada linguagem formal (1992, p. 58,
tradugio nossa).
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Para Friedman, a matematica ¢ uma questao de légica. De acordo com a
filosofia analitica, a matematica e a légica formais nao falam sobre objetos. ?Elas
nao dizem nada sobre objetos, dos quais queremos falar, mas lidam apenas com
a maneira como falamos sobre objetos? (HAHN, 1988, p. 150, tradugao nossa).
Dessa forma, as provas da geometria cldssica talvez devam ser consideradas mais
adequadamente em analogia a0s experimentos mentais nas ciéncias naturais.

Segundo Ian Mueller (1938-2010):

Parte da dificuldade se deve a uma falha em distinguir duas maneiras de interpretar
declaragoes gerais como ?Todos os tridngulos isésceles tém seus angulos da base
iguais?. Sob uma interpretacio, a afirmacio se refere a uma totalidade definida [...]
e diz algo sobre cada uma delas. Sob a outra interpretacio, nenhuma totalidade
definida é pressuposta ¢ a sentenga tem um cardter muito mais condicional: ?Se um
tridngulo ¢ isésceles, seus dois Angulos da base sao iguais? (1969, p. 291, tradugio
nossa).

Thomas Kuhn (1922-1996) argumenta, em Uma Fungdo para Experimentos do
Pensamento (1977), que a produtividade do experimento do pensamento deve-
se a sua funcao de reajustar a relagao entre um aparato conceitual ou uma teoria
¢ a realidade a qual ¢ aplicada. Portanto, os experimentos mentais podem nos
ensinar algo novo sobre o mundo, embora nao tenhamos novos dados, ajuda-nos
a reconceituar o mundo de uma maneira melhor.

Considerando o exposto em B744 da obra Critica da Razio Pura(1787) de
Kant, sobre a construgao de sua prova do teorema da soma dos 4ngulos de
um triAngulo retingulo, o experimento mental a seguir, parece, de fato, revelar
algumas limita¢des da prova de Kant: Suponha que passemos pelo perimetro de
um tridngulo. Em quantos graus nos viramos depois de voltarmos 4 nossa posi¢ao
inicial? Resposta simples: 360 graus, porque nossa direcao de entrada coincide
com a final. Essa resposta, no entanto, embora intuitivamente convincente e
dbvia, baseia-se no pressuposto de que ¢, por um lado, o mesmo que girar o local
em um 4ngulo total de 360 graus ou, por outro, fazer isso passando por uma linha
fechada no perimetro de um tridngulo arbitrariamente grande.

Porém, em um dos casos, baseia-se em caracteristicas locais do espago, o
outro nao! Para tridngulos arbitrarios, nossa conclusio ¢ vilida apenas no plano
euclidiano, mas ¢ invalida na superficie da esfera, por exemplo. E Kant sabia
que nos vivemos em uma esfera. A geometria esférica ¢ uma generalizagao da
geometria euclidiana. As geometrias nio euclidianas sé foram aceitas depois
que Eugénio Beltrami (1835-1900) provou sua consisténcia, em 1868. A esfera
comum foi recebida como modelo de espago com curvatura positiva.

Euclides lida com o teorema da soma dos 4ngulos do tridngulo na proposi¢ao
32 do Livro I: ?Em qualquer tridngulo, se um dos lados ¢ produzido, entio o
angulo externo ¢ igual 4 soma dos dois 4ngulos interiores e opostos, e a soma dos
trés Angulos internos do tridngulo sao iguais a dois Angulos retos?.

A prova dessa proposi¢ao faz uso das proposicoes 13, 29 e 31, que por
sua vez se baseiam nas proposigoes 11, 13, 15, 23 e 27 e assim por diante,
voltadas aos postulados. Essa estrutura nao se fundamenta em uma conexao
l6gico-dedutiva, mas surge da atividade de resolver problemas geométricos
planos. E, como tal, mostra uma afinidade mais préxima ao intuicionismo de
Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966) do que a abordagem axiomdtica
de David Hilbert (1862-1943). De fato, Andréi Kolmogorov (1903-1987), um
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dos maiores matematicos do século XX, interpretou a logica intuicionista de
Brouwer em termos de problemas e solugdes. Afirmar uma férmula ¢ reivindicar
conhecer uma solu¢ao para o problema representado por essa férmula. Por
exemplo, Pimplica Q ¢é o problema de reduzir . para .; para resolvé-lo, requer
um método para resolver o problema ., dada uma solugio para o problema ..
Kolmogorov afirmou:

ém da logica tedrica que sistematiza os esquemas de prova das verdades tedricas,
Além dal t temat d d dades t
pode-se também sistematizar as solugoes de problemas, por exemplo, de problemas
geométricos de construgio. Em analogia ao principio do silogismo, o seguinte
principio se mantém aqui: se podemos reduzir a solugio de b A solugio de a e a solugio
e casolu¢ao de b, entao também podemos reduzir a solu¢ao de c a solucao de a. ...
d | deb, entdo tamb d d 1 d | d
seguinte fato notdvel se aplica: De acordo com sua forma, este calculo de tarefa
O te fato notdvel lica: D d f te célculo de taref:
coincide com a légica intuicionista de Brouwer (1932, p. 58, tradugio nossa).

Dessa forma, os objetos matemadticos sao estabelecidos pela relagao de
identidade escolhida. Desde o século XV, pelo menos a congruéncia de figuras
planas foi escolhida como a relagao de equivaléncia geométrica mais distinta.
E Euclides ¢ os gregos? No argumento muito curto do §35 (teorema 25) do
livro I de Os Elementos de Euclides a palavra igual ocorre mais de 10 vezes, com
trés significados diferentes: congruéncia de figuras planas, igualdade de drea e
identidade numérica. O teorema afirma: ?Os paralelogramos que estao na mesma
base e entre os mesmos paralelos sao iguais?.

Figura 1
Diagrama do Teorema 25
Fonte: Euclides (2009, p. 124)

Levanta-se a questao sobre o que Euclides quer dizer ao usar a palavra igual?
David Fowler (1937-2004) disse que: ?[...] aideia por tras do uso da igualdade na
geometria de Euclides, refere-se a0 tamanho e nao a forma, pois sua preocupagio
¢ ver se duas figuras planas s3o iguais em tamanho? (1987, p. 13, tradugao nossa).

Isso contradiz a visio comum de nossos livros didaticos, que desde Leibniz
j& define igualdade geométrica em termos de congruéncia. A avaliagio e o
julgamento de Fowler sao apoiados por uma série de passagens dos didlogos
platdnicos. Na Repriblica lemos, por exemplo:

Agora ninguém com um pouco de experiéncia em geometria vai contestar que a
ciéncia ¢ inteiramente o oposto do que se diz sobre ela nos relatos de seus praticantes
[...] Eles falam como homens préticos e todos os seus relatos se referem a fazer coisas.
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Eles falam de quadratura, aplicacio, adi¢ao e similares, enquanto todo o assunto ¢
perseguido por causa do conhecimento (PLATO, 1997, Rep. VII, 527b, traducio

nossa).

Nesse contexto, os tridngulos ou retingulos etc., de Euclides, sio diagramas,
isto ¢, sdo signos, em que o significado ou a referéncia ¢ a prépria coisa. Todavia,
o que o tridngulo representa ¢ o mundo ao qual pertence, e esse mundo sofreu
mudancas. Desde o século XVII que esse mundo ¢ o mundo da ciéncia ou
da teoria como parte de uma ciéncia. Consequentemente, o teorema da soma
dos angulos do tridngulo teria de ser analitico, o que de fato ¢, de acordo
com a geometria formal-axiomdtica como a de Hilbert ou de Giuseppe Peano
(1858-1932). De acordo com a compreensio cldssica de conceitos ou ideias,
a ordem das extensoes inverte a ordem das ideias. Isso levou Leibniz, seus
contemporineos e seus sucessores a definirem igualdade geométrica em termos
de congruéncia e nao em termos de identidade material.

4 TRANSFORMAGCAO NA INTERPRETACAO DA
ALGEBRA

Na histéria da algebra, pode-se notar algo semelhante. O Guia Completo de
Algebra(1770), de Leonhard Euler (1707-1783), comega apresentando a nogio
de quantidade e depois que ?a aritmética ou a arte do célculo lida particularmente
com os nimeros, mas 0 mesmo se estende apenas a certos tipos de calculos,
comuns na vida cotidiana, por outro lado, a dlgebra ou a analise geralmente inclui
tudo o que pode acontecer com os nimeros e seus calculos? (EULER, p. 5, cap.
1, §7, tradugio nossa).

Todas as dificuldades que os gregos tiveram com o fato de os nimeros nio
serem, na realidade, quantidades, sio contornadas por meio da identificacao
das magnitudes com as suas medidas, em vez de considerar os nimeros como
relagoes entre a magnitude medida e a escala utilizada. Como na geometria, esse
retrocesso filoséfico permitiu algum progresso no lado ativo da matemitica. Esse
reducionismo das relagdes aos objetos foi, em certo sentido, resultado da visao
de Descartes a respeito da geometria analitica. Desse modo, sempre se opera em
nivel simbdlico e todo o progresso foi atribuido 4 invengio de novos métodos e
novos simbolos.

A histéria dos chamados ntmeros imaginirios ¢ um exemplo disso.
Essas entidades imagindrias trouxeram grande progresso ao tratamento das
equagdes algébricas. Mas, enquanto a unidade imagindria ganhou aceitagao a
aritmética apenas como simbolo para calcular, ela também produziu algumas
estranhas confusdes (NAHIN, 1998). Somente depois que Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) apresentou uma interpretagdo geométrica A unidade imagindria
do modelo denominado plano numérico-gaussiano, ela se tornou um objeto
matematico legitimo, que posteriormente assumiu um papel importante na
matematica e na metamatematica.

A partir de entdo, a dlgebra nao foi mais concebida como uma linguagem

172 o

analitica, mas como uma teoria de estruturas formais. A notacioa + b (2 u

al + b ¢, se abreviarmos (2) ¥/ por ., em que . pertenga ao conjunto dos nimeros
algébricos, e a e b sdo racionais, sugere a ideia do conceito de espago vetorial,
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porque. e. s3o vetores linearmente independentes sobre os racionais, exatamente
da mesma forma que . e . sdo vetores linearmente independentes sobre os reais.
No entanto, ninguém percebeu e explorou essa analogia antes do século XIX.
Somente depois que a matematica moderna descobriu as nog¢des complementares
de conjunto e estruturaé que a matematica pura se desenvolveu.

O cientista John David Barrow (1952- ) caracteriza o espirito algébrico em seu
livro Porgue o mundo é matemitico? (1992) da seguinte forma:

A linguagem matemdtica age como uma linguagem de computador, porque ¢
principalmente uma linguagem com uma ldgica embutida. Sabemos que nio
precisamos ser tio particulares com a linguagem comum. Se nio nos atermos
estritamente as regras da gramdtica e da sintaxe, somos compreendidos. Mas, se
nio aderirmos as regras da linguagem matemdtica, tudo se torna sem sentido.
Frequentemente, os alunos sio instruidos a pensar nas coisas para as compreenderem
¢ avangarem. Mas, em certo sentido, o maior progresso do pensamento humano
ocorreu como resultado de termos aprendido a fazer as coisas sem pensar
(BARROW, 1992, p. 3, tradugio nossa).

Jean-Victor Poncelet (1788-1867) identificou o segredo da generalidade
algébrica noutro lugar, afirmando que se deve ao pensamento relacional e,
em particular, ao principio da continuidade. Friedrich Ludwig Gottlob Frege
(1848-1925) expressou uma ideia semelhante ao dizer que a ascensio da
aritmética a dlgebra se deve ao pensamento funcional e baseado na introdugao do
conceito de fungio (FREGE, 1969).

Considerando a sequéncia de expressoes aritméticas: 2.1. + 1, 2.2. + 2, 2.3. + 3
e, assim sucessivamente, poderiamos generalizd-las, concentrando-nos na forma
comum, por meio da expressao: 2.x. + x. Ou seja, podemos afirmar que temos a
ideia de uma fungdo.

Dessa forma, Frege reintroduziu o pensamento relacional na aritmética, pois
o conceito de fungao ja havia sido conhecido pelos matematicos por meio da
teoria da geometria analitica de Descartes que construiu fungdes ou curvas,
em vez de figuras geométricas. Apenas por meio do conceito de fungao a
nogao de variavel algébrica bem como a visao estrutural da teoria matemdtica
ganhou entrada na matematica. Por essa razao, Descartes pode ser considerado
o primeiro que realmente teve uma compreensio profunda do pensamento
relacional. Provavelmente Leibniz j4 havia reconhecido isso, e, no entanto,
criticara Descartes por nao ter seguido radicalmente as consequéncias de uma
perspectiva da axiomdtica formal.

O conceito de fungao matematica, sobre o qual se baseia a nogao de direito
natural, foi ?[...] aplicado aos fenémenos fisicos, aparecendo, pela primeira
vez, em 1546, na literatura da humanidade em um manual de artilheiros?
(ZILSEL, 2003, p. 110, tradugao nossa), dezoito anos antes do nascimento de
Galileu Galilei (1564-1642) e, exatamente, meio século antes do nascimento de
Descartes.

A diferenca ¢ que existe uma concepgio intensional (sentido) ou uma
extensional (referéncia) de funcio (FONSECA, 2010), isto ¢, ou a fungio ¢
identificada como um algoritmo ou como algum tipo de varidvel livre que faz
parte de uma lei da natureza (concepgao intensional) ou ela ¢ identificada em
expressdes como uma magd é uma fruta(concepgao extensional).
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Em proposi¢des como uma magd é uma fruta nao seria natural interpretar uma
magd como um lugar reservado, como fez Frege, porque isso pressuporia atribuir
nomes individuais a todas as magas deste mundo (QUINE, 1974). Existem ideias
de uma maga ou de uma fun¢io, mas que acabam sendo representagoes de ideias
particulares colocadas para um determinado uso.

Pierre Boutroux (1880-1922), Jules Henri Poincaré (1854-1912) ou Charles
Sanders Peirce (1839-1914), adotaram a perspectiva intencional (sentido) das
funcoes, assumindo fun¢io como um conceito por direito préprio, enquanto
que Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), Bertrand Arthur
William Russell (1872-1970) ou Frege adotaram a perspectiva extensional
(referéncia) das fungoes, reduzindo fungio a conjuntos (OTTE, 1990).

Como foidito, aanalogia cartesiana entre aritmética e geometria realizou tanto
a identifica¢do de magnitudes com numeros quanto a interpretagao geométrica
de equagoes algébricas. Descartes, em 1619, ja havia projetado um programa e um
método pelos quais os problemas de magnitude continua e discreta poderiam ser
tratados analogicamente (ADAM; MILHAUD, 1936).

Um exemplo clissico que demonstra claramente a complementaridade da
aritmética e da geometria ou do discreto e do continuo, vem do paradoxo de
Zendo que conta a histéria do herdi grego Aquiles e da tartaruga. Esse paradoxo
poderia ser resolvido passando de uma visio tedrica extensional do continuo para
uma intencional, usando o conceito de fun¢ao. Vejamos: Aquiles corre dez vezes
mais rdpido que a tartaruga, embora a tartaruga tenha de inicio um estégio de
vantagem 2 frente. Para cada estdgio x (x> 0) percorrido por Aquiles, a tartaruga
percorre a distancia f{x) = 1/10x + lestgio.

Essa fun¢ao, como modelo do movimento relativo da tartaruga a posigao em pé
de Aquiles, permite-nos agora reproduzir o paradoxo em um novo nivel devido ao
seuduplo cardcter: o aspecto continuo do movimento nao contradiz a perspectiva
discreta. Permanece correto que a tartaruga esteja na posicao X (,4;)assim que
Aquiles estiver na posicao x.. Entretanto, a representagio usando o conceito de
funcio permite-nos liberar o movimento de Aquiles da fixacao unilateral no
discreto x. (i=0, 1, ...), vendo 0 movimento como um todo.

Ou seja, 0o movimento relativo de Aquiles e o da tartaruga ¢ uma fungao linear,
pois ambos os movimentos sao uniformes: f{x) = ax + b(isto ¢, quando Aquiles
atinge ., a tartaruga estd em f'(x)).

A pergunta Em que ponto Aquiles realmente alcanga da tartaruga? fica agora:
Qual é 0 ponto fixo de f(x)?O ponto fixo de f{x)pode ser calculado simplesmente
em fungio das constantes . e b: x = f{x) = ax + b. Aparentemente resolvemos o
problema adotando um ponto de vista relacional, ou seja, adotando uma visdo de
mundo que fornece objetos e relagdes entre objetos com igual status ontolégico.

Isso constitui essencialmente o que foi chamado de transi¢ao do pensamento
sobre objetos para um pensamento relacional complementar. Essa transicao
ocorreu apenas no final do século XVIII. Em que sentido isso ¢ uma solucio? O
paradoxo do movimento leva a uma complementaridade no conceito de fungio!
Mostra, em primeiro lugar, a necessidade de ter o conceito de relagao funcional
como modelo ou como objeto matemitico individual. E, em segundo lugar, ter
disponivel a eficicia dos célculos simbélicos, que nos permitem escrever o ponto
de encontro (OTTE, 1990).

Nesse sentido, o matemdtico Salomon Bochner (1899-1982) afirma:
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As fungoes sio um atributo distintivo da matemdtica moderna, talvez a mais
profunda de todas. [...] Na sua estrutura mais interna a matemdtica grega era uma
matemdtica inteiramente sem fungoes e sem qualquer orientagio para as fungoes.
[...] Pela aparéncia exterior, a matemdtica grega era geométrica e nio analitica e, pela
estrutura interna, era representacional e nio operacional (1966, p. 217, tradugio
nossa).

S CIENCIAS MATEMATICAS

Jacob Klein (1899-1978) introduz seu estudo fundamental sobre a
transformacio da concep¢ao helenistica da matemdtica e da ciéncia com as
seguintes palavras:

A criagio de uma linguagem matemdtica formal foi de importincia decisiva para
a constituicio da fisica matemdtica moderna. Se a apresentagio matemdtica ¢
considerada como um mero dispositivo, preferido apenas porque os insights da
ciéncia natural podem ser expressos por simbolos da maneira mais simples ¢ exata
possivel, o significado do simbolismo bem como dos métodos especiais das disciplinas
fisicas em geral serio mal compreendidos (1992, p. 1, tradugio nossa).

Observemos de passagem que a matematizagio da ciéncia natural introduz
representa¢oes que podem até contradizer os fatos fisicos. Por exemplo, Thomas
Kuhn indica que o termo Massa tem significados diferentes na MecAnica
newtoniana cldssica e na Teoria Especial da Relatividade de Einstein: a massa
newtoniana ¢ estvel, independente da velocidade, enquanto a einsteiniana

depende da velocidade.

1/2 -
) /,onde.em. sio amassa € a

Consideremos a expressio: m = m. / (1- v./c.
massa inicial, respectivamente, . ¢ a velocidade ¢ . ¢ a velocidade da luz. Quando
assumimos que a velocidade da luz . tende ao infinito, obtemos 7 = m.. No
entanto, essa tendéncia ao infinito ¢ explicitamente impossivel pelos fatos fisicos,
que se tornaram conhecidos por meio do experimento de Morley-Michelson.
Foram esses fatos que estimularam a teoria da relatividade de Albert Einstein
(1879-1955).

Outro exemplo interessante em que a representagio matemdtica formal
contradiz 4 realidade fisica, é o seguinte: para alterar as condigdes em uma rede
elétrica, ¢ necessario diferentes interruptores que alteram o fluxo de eletricidade.
Um resultado da teoria formal do autdémato ¢ que, independentemente do
tamanho e da complexidade da rede, sempre se consegue com dois interruptores
de um determinado tipo reverter todas as dire¢oes do fluxo de corrente nas
linhas. Nos anos 1950, por outro lado, matemdticos como Andrei Andreyevich
Markov ( 1856-1922), um pioneiro da matemadtica construtiva, mostraram que,
ao contrario da representagio matematica, o numero de interruptores de inversao
nao ¢ independente do nimero de canais de entrada e saida da rede. Lee Cecil
Fletcher Sallows (1944- )analisou esta contradicio entre a prova formal e a
realidade objetiva e descobriu que na méquina real ocorrem certos feedbacks,
devido a inércia dos sistemas de materiais. Um fluxo de corrente nio pode
ser instantaneamente interrompido ou vice-versa. Isto, em dltima andlise, leva
a efeitos diferentes dos que aparecem no diagrama estdtico da matemdtica. E
Sallows, conclui que a nogio de que tudo pode ser dito em uma lingua diferente
nio estd isenta de suas armadilhas (1990).
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Portanto, podemos perceber novamente que a matematica da ciéncia natural
depende de uma independéncia relativa de sentido e referéncia.

A matematica lida com objetos, no entanto, esses objetos pertencem a algum
mundo modelo, a algum universo limitado do discurso, pois a matematica nao
¢ uma ciéncia empirica como a fisica ou a biologia. Portanto, temos de criar
mundos-modelo. E esse fato da igual importancia as intengoes ¢ extensoes dos
termos matematicos, de modo que a matemdtica ou a lgica nao sao linguagens
meramente formais.

A titulo de exemplo, podemos recordar os intensos debates entre Frege
e Hilbert ou entre Russell e Peano. Um dos temas dessas discussoes dizia
respeito a apresenta¢do axiomdtica do numero. A critica de Russell era que a
caracterizagao axiomdtica do nimero conduzia a uma situagao em que: ?[...] cada
numero-simbolo se torna infinitamente ambiguo. [...] queremos que os nossos
numeros nao se limitem a verificar férmulas matematicas, mas que se apliquem
corretamente a objetos comuns? (RUSSELL, 1998, p. 9, traducio nossa). Russell
parecia, no entanto, nao ter percebido claramente que a axiomadtica formal era
um método muito geral da matematica e que, portanto, necessitava de algumas
aplicacoes para estabelecer o seu estatuto como conhecimento real. Agora a
matemdtica pura querendo assegurar a sua autonomia como profissao e libertar-
se de todas as aplicagdes, escolheu o fundamento tedrico como substituto. Mas,
a matemdtica estritamente formalista, como foi desenvolvida pela escola de
Hilbert, ndo prestou, a principio, atengao suficiente ao peso das ferramentas
tedricas que estavam estritamente ligadas 4 axiomdtica.

Ha outro problema com a visao algoritmica ou linguistica da matematica:
nao se pode realizar provas de impossibilidade, como a duplicagao do cubo,
a trissec¢ao do angulo etc., pois s@o uma espécie de certidao de nascimento
da matemdtica moderna e culminaram no trabalho de Kurt Friedrich Godel
(1906-1978). A prova da impossibilidade para duplicar o cubo com meios
euclidianos, por exemplo, tornou-se possivel assim que se modelou as construgoes
geométricas em termos aritméticos, criando a nogao de numero construtivel e,
finalmente, mostrou que a raiz ctbica de . ndo era um numero construtivel.

6 CONCLUSAO

Quando deparamos com algo novo e completamente desconhecido, a tnica
coisa que podemos fazer ¢ representd-lo por meio de algum simbolo ou nome
arbitrario. Podemos até representar o completamente desconhecido, usando de
algum indice, como no caso do famoso . da algebra simbdlica, ou no contexto do
hipotético raciocinio dedutivo da teoria axiomdtica.

Em muitas ocasides nio basta ter uma ideia. E preciso agir e aplica-la.
Uma equagao algébrica deve ser solucionavel, uma teoria deve ser aplicavel,
uma maquina deve funcionar e um conceito cientifico é essencialmente uma
func¢ao. Uma lampada que nao da luz, uma faca que nao corta, um saca-
rolhas que nao tira a rolha, sio todos inuteis, nao servem a sua fungao.
As representagdes matemdticas ou cientificas ganharam significado apenas na
aplicacao. As estruturas ou teorias axiomdticas formais sao instrumentos do
mesmo modo que os mapas, diagramas, simbolos etc.
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A verdade ¢ os fundamentos de uma teoria axiomatica residem, portanto, no
futuro, nas aplicagoes pretendidas. Qualquer teoria axiomatica formal possivel
tem um grande numero de aplicagdes. O que os axiomas descrevem sao conceitos
ou classes de objetos, ao invés de objetos particulares. Os axiomas da Peano nao
respondem a pergunta: 0] que sdo nimeros, qual é o0 numero 1 on 2? Os nlumeros
podem ser qualquer coisa, até mesmo jogos (Conway-Numbers, Hackenbusch-
Games, Chessboard-Computer etc.).

Assim, como ja foi dito, a matemdtica moderna ou a ciéncia tedrica falam em
termos das no¢oes complementares de conjunto e de estrutura. A objetividade
e o desenvolvimento operativo dos conceitos estao interligados. Esse interesse
pela fertilidade operativa dos conceitos cientificos e matematicos cresceu
enormemente durante a Revolu¢ao Cientifica que comegou no século XVI e se
prolongou até o século XVIIL

A preocupagao de Descartes diz respeito a questao da representagao interna ?
uma ideia ? que nos fornece a informagao. A semelhanga entre representacao
e representado niao se manterd, dada & natureza da interagdo causal entre o
observador e o mundo. Descartes acreditava mais na resolu¢ao de problemas do
que na construgao de teorias e provas formais. Leibniz acreditava em teoria formal
e na identidade légica. Leibniz inventou a prova formal como a conhecemos hoje
(HACKING, 1984),

Leibniz, no entanto, obteve as ideias essenciais da aritmetizagao da geometria
de Descartes, que foi, a0 mesmo tempo, também uma geometrizacio da
aritmética. Criticou Descartes por nao ter ido suficientemente longe na busca
dos primeiros fundamentos axiomaticos do conhecimento. Descartes era um
gedmetra ¢ nao gostava muito de aritmética ou élgebra, ¢ Leibniz, era um
formalista e algébrico. As intui¢oes de Descartes foram pessoais e nao puderam ser
ensinadas e comunicadas. Entretanto, sio mais férteis que qualquer prova formal.
Em contraste, Ian Hacking escreve:

Geralmente o lemos como um ego, preso no mundo das ideias, tentando descobrir o
que corresponde 3s suas ideias, e ponderando questdes da forma: Como posso saber?
Por trés do seu trabalho h4 uma preocupagio muito mais profunda. [...] acho que ¢
levado a um novo tipo de preocupagio. Nio posso duvidar de uma verdade eterna
quando a estou contemplando de maneira clara e distinta. Mas, quando deixo de
contemplar, é uma questio de saber se hd verdade ou falsidade no que me lembro de
ter percebido. Bréhier sugeriu que proposi¢oes demonstradas podem ser falsas [...]
Elas existem na mente apenas como percepgdes. Elas tém algum status quando nio
sio percebidas (1984, p. 220-221, traducio nossa).

Hacking comete um equivoco, pois o conhecimento cientifico ou matematico
¢ o conhecimento social. Descartes, como matematico, ficava satisfeito quando
era capaz de resolver seus problemas e nio estava interessado em construir teorias
universais ¢ demonstrar verdades eternas. Devemos nos lembrar que as mesmas
divergéncias prevalecem até hoje.

William Timothy Gowers (1963- ), ilustre matemético e medalhista
Fields (1998), aborda uma situagio semelhante na cultura matemdtica atual,
identificando duas culturas diferentes de fato:

As duas culturas que desejo discutir serdo familiares a todos os matemdticos
profissionais. Falando vagamente, quero dizer a distingao entre os matemdticos que
consideram seu objetivo central como sendo resolver problemas e aqueles que estio
mais preocupados em construir e compreender teorias (2000, p- 65, tradugﬁo nossa).

89



REAMEC ? Rede Amazénica de Educagio em Ciéncias e Matemdtica, 2020, vol. 8, nam. 1, Enero-Abril, ISSN: 2318-6674

Gowers se vé como um solucionador de problemas, identificando Michael
Francis Atiyah (1929-2019), outro medalhista Fields (1966), como um tedrico
e como seu homdlogo.

Dessa maneira, o dever da linguagem em todas as 4reas da autorreflexao
humana, ¢ repetir as mesmas coisas de maneiras sempre novas. Somente assim,
0 homem poderd tentar tomar consciéncia de si mesmo e do seu destino.
Entretanto, a matemadtica nao ¢ uma linguagem e aqui se aplica o que Sallows
observou, em 1990, que a nogao de que tudo pode ser dito em uma lingua
diferente niao estd isenta de suas armadilhas.

A abordagem da educagio matemidtica elementar deve consistir em ler
um termo além da sua correspondéncia entre letras e sons, ¢ também levar
a compreensio de como um conjunto de habilidades pode ser trabalhado
de modo completamente abstrato em relacgio ao contetdo, abrangendo
a complementaridade do sentido (intensio) e referéncia (referéncia). O
contexto histérico epistemoldgico em As palavras e as coisas de Foucault e as
transformagoes na interpretagao da geometria e algebra e a matematica da ciéncia
natural exemplificam a independéncia relativa do sentido e da referéncia, o
que refor¢a a importancia de discutir e estudar com mais profundamente a
complementaridade do sentido e referencia na educagao matemdtica.
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Notas

6 Georg Philipp Friedrich von Hardenberg (1772-1801), conhecido cientificamente
pelo pseudonimo Novalis, foi um dos mais importantes representantes do romantismo
alemao no final do século XVIIL.
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