ot g,
o o,
] &~ - Y
§ v ]
: : b

REVISTA DA REDE AMAZONICA DE EDUCAAD EM CIENCIAS E MATEMATICA ¢34

AMPLIANDO O JOGO CORRIDA AO VINTE: PERSPECTIVAS GEOMETRICAS,
ALGEBRICAS E COMPUTACIONAIS

EXPANDING THE RACE TO TWENTY GAME: GEOMETRIC, ALGEBRAIC, AND
COMPUTATIONAL PERSPECTIVES

AMPLIANDO EL JUEGO DE LA CARRERA A LOS VEINTE: PERSPECTIVAS
GEOMETRICAS, ALGEBRAICAS Y COMPUTACIONALES

Ilton Ferreira de Menezes' ) @ Edvaldo Elias de Almeida Batista™ (2 ©
Jailson Franga dos Santos*™* (2 @ Ana Maria Porto Nascimento** (2 ©
RESUMO

Apresentam-se, neste texto, os resultados de um estudo sistematico sobre o jogo Corrida ao Vinte
(Brousseau, 1996), com o objetivo de analisar as suas possibilidades de ampliacao e, além disso, adapta-
lo para trés jogadores. O estudo foi realizado por um grupo composto por professores doutores e
pesquisadores das areas de Matematica Aplicada e Educagdo Matematica, que atuam em cursos de
graduacdo da area de exatas, incluindo Licenciatura ¢ Bacharelado em Matematica, e no Mestrado
Profissional em Matemdatica (PROFMAT), em uma instituicdo publica de ensino superior. A
metodologia consistiu em um estudo sistematico, realizado em grupo, com leituras sobre o jogo como
parte das praticas sociais, o jogo como atividade educacional, e sua relacdo com a producao matematica,
que incluiu a experimentacao do jogo original e a analise de uma versdo modificada, com o intuito de
evidenciar as potencialidades de ampliacdo do Corrida ao Vinte, explorando trés registros de
representagdo semidtica: geométrico, algébrico e computacional. Os resultados das leituras,
experimentagdes e andlises evidenciaram que propor um jogo e instigar os jogadores a pensar em
alternativas de ampliagdo oportuniza a construgdo de estratégias, o levantamento de hipoteses, a
argumentagdo, o exercicio do raciocinio logico, a mobilizagdo de diferentes registros de representagéo
e a criagcdo de uma nova rede de conhecimentos matematicos e, principalmente, favorece uma melhor
relagdo com a matematica.

Palavras-chave: Jogo Educacional. Corrida ao Vinte. Representacio Geométrica. Representagdo
Algébrica. Representagcdo Computacional.
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Ampliando o jogo corrida ao vinte: perspectivas geométricas, algébricas e computacionais

ABSTRACT

This text presents the results of a systematic study of the game Corrida ao Vinte (Brousseau, 1996), with
the aim of analyzing the possibilities of expanding this game, in order to adapt it for three players. The
study was carried out by a group composed of professors and researchers in the areas of Applied
Mathematics and Mathematical Education, who work in undergraduate courses in the exact sciences
area, including Bachelor's and Licentiate's degrees in Mathematics, and in the professional master's
degree in Mathematics (PROFMAT), at a public higher education institution. The methodology
consisted of a systematic study, carried out in a group, with readings about the game as part of social
practices, the game as an educational activity, and its relationship with mathematical production; in
addition, it included experimentation with the original game and the analysis of a modified version, with
the aim of highlighting the potential for expanding Corrida ao Vinte, exploring three registers of semiotic
representation: geometric, algebraic and computational. The results of the readings, experiments and
analyses showed that proposing a game and encouraging players to think of alternatives for expansion
provides opportunities for the construction of strategies, the raising of hypotheses, argumentation, the
exercise of logical reasoning, the mobilization of different representation registers and the creation of a
new network of mathematical knowledge and, mainly, favors a better relationship with mathematics.

Keywords: Educational Game. Race to Twenty. Geometric Representation. Algebraic Representation.
Computational Representation.

RESUMEN

Este texto presenta los resultados de un estudio sistematico del juego Corrida ao Vinte (Brousseau,
1996), con el objetivo de analizar las posibilidades de expansion de este juego, para adaptarlo para tres
jugadores. El estudio fue realizado por un grupo compuesto por profesores e investigadores en las areas
de Matematica Aplicada y Educacion Matematica, que trabajan en cursos de licenciatura en el area de
ciencias exactas, incluyendo licenciaturas y licenciaturas en Matematicas, y en el master profesional en
Matematicas (PROFMAT), en una institucion publica de educacion superior. La metodologia consistio
en un estudio sistematico, realizado en grupo, con lecturas sobre el juego como parte de las practicas
sociales, el juego como actividad educativa y su relacion con la produccion matematica; ademas, incluy6
la experimentacion con el juego original y el analisis de una version modificada, con el objetivo de
resaltar el potencial de expansion de Corrida ao Vinte, explorando tres registros de representacion
semiotica: geométrico, algebraico y computacional. Los resultados de las lecturas, experimentos y
analisis mostraron que proponer un juego y estimular a los jugadores a pensar en alternativas de
expansion proporciona oportunidades para la construccion de estrategias, el levantamiento de hipotesis,
la argumentacion, el ejercicio del razonamiento logico, la movilizacion de diferentes registros de
representacion y la creacion de una nueva red de conocimiento matematico y, principalmente, favorece
una mejor relacion con las matematicas.

Palabras clave: Juego Educativo. Carrera al Veinte. Representacion Geométrica. Representacion
Algebraica. Representacion Computacional.

1 INTRODUCAO

Em estudos realizados sobre o jogo, observa-se que ele ¢ uma pratica que integra a
formacao das pessoas, constituindo-se como um espago de aprendizagem, desenvolvimento
cognitivo e socializa¢do. Faz parte da vida humana desde os primeiros tempos historicos, sendo

encontrados registros de jogos em civilizagdes muito antigas (Brougere, 1995; Elkonin, 1998;
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Kishimoto, 2017; Huizinga, 1991, 2014), tanto como forma de ensinar normas, atitudes e
praticas de trabalho, quanto como forma de entretenimento. Uma sintese da histéria dos jogos
educativos ¢ apresentada por Kishimoto (2017), mostrando como os jogos participam da
historia da humanidade. E possivel encontrar exemplos na civilizagio grega e romana; filésofos
como Platdo e Aristoteles expressam formas de inser¢ao dos jogos na vida das pessoas € como
o0 jogo educativo foi fortalecido a partir do Renascimento.

Identifica-se o jogo como uma producao cultural de cada comunidade, socializado, em
alguns casos, por meio da oralidade. Existem jogos que estavam presentes entre povos distintos
e antigos e continuam sendo vivenciados na cultura atual (Kishimoto, 1993), pois essa producao
se transforma dinamicamente e incorpora criagdes que se sucedem de geracdo em geragao,
apresentando caracteristicas de tradicionalidade e universalidade.

A relacao entre o jogo e a aprendizagem matematica vem sendo discutida por estudiosos
da area da Educagdo Matematica (Grando, 2000, 2015; Smole, 2007; Moura, 2009; Muniz,
2010, 2022; Alevatto, 2018). H4 um entendimento de que o jogo pode proporcionar um espago
propicio a criacdo de estratégias, ao levantamento de hipdteses e a argumentacdo, que sdao
habilidades presentes no processo de aprendizagem da matematica. Além disso, o jogo ¢ um
espaco de entretenimento (Costa, 2008), tornando-se atrativo para quem ¢ convidado a jogar,
seja no contexto escolar ou em outro contexto social. Teixeira e Silva (2016) afirmam que jogos
matematicos sdo aqueles que ndo possuem elementos de sorte nem informagdo escondida,
podendo ser designados como jogos de informacgdo perfeita ou jogos abstratos.

A fim de melhor compreender a relagdo entre o jogo e a mobilizacdo de conceitos
matematicos em cursos de ensino superior, realizou-se um estudo sobre o jogo Corrida ao Vinte,
proposto por Brousseau (1996). Essa versdo ¢ amplamente conhecida na literatura; no entanto,
nao foram encontradas discussoes a respeito das implicagdes e estratégias vencedoras desse
jogo quando adaptado para trés participantes. Nesse contexto, buscou-se responder as seguintes
questdes: € possivel estender as conclusdes da analise do jogo Corrida ao Vinte para uma versao
de Corrida ao Dez com trés jogadores? Pode-se afirmar que existe uma sequéncia vencedora
quando participam trés jogadores? Além disso, quais possibilidades geométricas, algébricas e
computacionais emergem quando o jogo Corrida ao Dez ¢ aplicado para trés participantes?

O estudo exigiu compreender a estratégia do jogo Corrida ao Vinte, identificar as
sequéncias vencedoras e os conceitos matematicos explorados no jogo original e, além disso,
analisar as tentativas de jogéd-lo com trés participantes, gerando, assim, uma versao

diferenciada. O objetivo € oferecer uma nova perspectiva sobre o jogo, explorando-o sob trés
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abordagens: a geométrica, que envolve nocdes de representacdo grafica das jogadas; a
algébrica, com foco em resultados analiticos das possibilidades de vitorias gerais e especificas
para cada jogador; e a computacional, que apresenta uma proposta de pseudocodigo e algoritmo
para simulagcdo numérica, capaz de exibir as possibilidades de vitoria para os jogadores.

A principal contribuicdo deste artigo estad em evidenciar as potencialidades do jogo
Corrida ao Vinte em sua versdo modificada, analisando a possibilidade de joga-lo com trés
participantes. Os resultados preliminares indicam ser importante explorar os diferentes registros
de representagdo e que o jogo, ao ser adaptado para trés participantes, estimula os jogadores a
formular estratégias, testar hipdteses, exercitar o raciocinio légico e desenvolver a
argumentacao matematica.

O texto estd organizado da seguinte forma: na secdo 2, apresentam-se breves
informagdes sobre Guy Brousseau, com énfase na proposicdo do jogo Corrida ao Vinte,
destacando-se que sua estrutura permite a elaboragdo de versdoes modificadas. Em seguida, na
secdo 3, descreve-se o procedimento metodoldgico adotado no desenvolvimento do estudo, que
incluiu a discussao do jogo original e a analise de uma versdo adaptada para trés jogadores. Na
secdo 4, sdo apresentados os principais dados coletados, seguidos de sua anélise, com base em
trés representagdes: geométrica, algébrica e computacional. Por fim, a se¢do 5 apresenta as

consideragdes finais sobre a pesquisa realizada.

2 A RELACAO ENTRE O JOGO E A APRENDIZAGEM DA MATEMATICA

Pesquisadores do desenvolvimento e da aprendizagem humana, como Piaget (1975) e
Vygotsky (1984), estudaram as possiveis relagdes entre o jogo e a aprendizagem, destacando o
jogo como um espaco social e cultural em que a crianca enfrenta desafios, cria estratégias de
acao e desenvolve a linguagem ao produzir argumentos que justificam seu modo de raciocinar,
0 que contribui para o desenvolvimento cognitivo.

Em Piaget (1975), compreende-se que o jogo se configura como meio para o
desenvolvimento intelectual, pois, ao jogar, as criancas sdo instigadas a construir, inventar e
reinventar coisas, observar e sintetizar regras, o que possibilita assimilar realidades intelectuais
e resulta na construcdo de conhecimentos. Kimura (2005) mostra resultados sobre um jogo
matematico voltado ao trabalho com numeros negativos, tendo como suporte teérico as
indicagdes decorrentes dos estudos piagetianos. Reafirma-se que o jogo pode ser usado para

compreender e descrever regras, leis, teoremas e propriedades que regem o conhecimento
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matematico (Kimura, 2005). O que foi observado na experimentac¢ao do jogo Corrida ao Vinte,
em sua versao original e na versao modificada com mais de dois jogadores, € que, assim como
os resultados apontados por outros pesquisadores, o jogo contribuiu para a compreensao de
regras e propriedades matematicas.

As pesquisas de Vygotsky (1984) mostram que o desenvolvimento das fungdes mentais
superiores pode ocorrer em um contexto de jogo, pois este oferece a crianca a oportunidade de
se colocar além da sua média de idade, empenhando-se para avangar a niveis cognitivos
superiores ao seu nivel habitual. Os desafios presentes nas situagdes de jogo instigam a busca
por conhecimentos que sdo necessarios para a superagao/resolucao desses obstaculos. Em um
dos experimentos, realizado por um dos autores deste texto, ao jogar a versdo original do jogo
Corrida ao Vinte, formaram-se grupos de trés integrantes, em que dois jogavam algumas
partidas enquanto o terceiro observava. Em seguida, o observador comentava o que pode
perceber em relagdo a estratégia vencedora em cada partida. Essa dindmica permitiu aos dois
jogadores tentarem superar os niveis em que se encontravam inicialmente e se aproximarem da
estratégia vencedora a cada nova partida.

Muniz (2010) buscou evidenciar e analisar a matematica presente nos jogos realizados
pelas criangas, dedicando-se a identificar a produ¢do matematica de sujeitos que participavam
de jogos espontaneos, livres de regras impostas por um professor ou outro adulto experiente.
Em suas indicagdes sobre o espago pedagodgico do jogo na educacdo matemadtica, afirma que as
relagdes entre jogo € matematica estdo implicadas em questdes epistemologicas, referentes a
natureza da atividade considerada jogo e a constru¢do do conhecimento matematico mobilizado
durante o jogo. Para o autor, o jogo e a matematica inserem-se¢ num mesmo plano
epistemologico, constituindo-se como atividades da mente humana.

Indicagdes especificas ao trabalho do professor encontram-se em Muniz (2022), quando
indica que o jogo deve se configurar como uma proposta de acdo para o estudante: “desafiar,
motivar, favorecer o engajamento, fazer pensar, levantar hipdteses, elaborar, testar estratégias,
comunicar, argumentar ¢ validar acdes e resultados. Estas agdes sdo fundamentais para a
concretizagao da aprendizagem matematica.” (Muniz, 2022, p. 17).

Grando (2000), ao analisar as potencialidades do jogo para o ensino de matematica,
afirma que o estudante se sente estimulado a jogar a partir do interesse pelo material do jogo,
pelas regras e pelo desafio. Reafirma-se, assim, o estimulo a acdo provocado pelo jogo, o
interesse que pode ser garantido pelo prazer natural em jogar. No entanto, quando o objetivo ¢

0 ensino, ¢ necessaria uma intervencao pedagogica para que a aprendizagem possa ocorrer. Ao
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propor o jogo Corrida ao Vinte (Brousseau, 1996), a intensdo ¢ instigar o estudante a mobilizar
alguns conceitos matematicos que podem auxilid-lo a encontrar a estratégia vencedora.

Ainda sobre o uso pedagogico do jogo, Grando (2015) ressalta que ¢ necessario garantir
as principais caracteristicas do jogo, lembrando que nem sempre a voluntariedade ¢ respeitada.
Ratifica-se que o jogo apresenta caracteristicas proprias que o diferenciam de outros recursos
pedagogicos: possui regras, movimento (comeco, meio e fim) e vencedor a cada partida.

Encontramos em Pontes (2018) uma abordagem historica e ilustrativa de quatro jogos
matematicos e, em seguida, uma analise matematica do funcionamento do algoritmo vencedor
de cada jogo, com os registros de representagdo referentes a esses algoritmos. No presente
artigo, foi realizada uma anélise matematica do funcionamento de algumas jogadas possiveis
quando se propde o jogo Corrida ao Dez para trés jogadores.

Quando o jogo ¢ proposto com intencionalidade pedagdgica, o professor solicita aos
estudantes a escrita e exposicao das estratégias e dos entendimentos sobre o jogo, bem como a
identificacdo de quais objetos matematicos foram mobilizados durante a pratica. Neste estudo,
ao conhecer o jogo Corrida ao Vinte e investigar as possibilidades de jogd-lo com trés
jogadores, os autores deste artigo reuniram-se para explorar diferentes registros de
representacao. A intencao nao € a proposicao de uma sequéncia de aulas, mas, na continuidade
deste estudo, pode-se pensar em elaborar uma proposta do jogo em sala de aula com grupos de
estudantes do Ensino Médio, a fim de investigar as estratégias adotadas durante o jogo e os
registros de representacdo explorados ao realizar o jogo com trés jogadores.

Nesse sentido, recorda-se Duval (2009), que, na histéria do desenvolvimento da
matematica, destaca o papel das representacdoes semidticas, uma vez que o0s objetos
matematicos, diferentemente dos objetos de outras ciéncias, tornam-se acessiveis por meio de
sinais e representacdes. No processo de conceitualiza¢do (noésis), para que haja a apreensdo de
um objeto matematico, fazem-se necessarias as representagdes (semidsis). No processo de
aprendizagem, quando o estudante transita entre diferentes registros de representagao de um
mesmo objeto matematico, ampliam-se as possibilidades de significagdo desse objeto. Assim,

sdo explorados aqui trés registros de representagdo: geométrico, algébrico e computacional.

2.1 O Jogo Corrida ao Vinte

Esta secdo ¢ dedicada a apresentar algumas informagdes sobre Guy Brousseau, com

destaque a proposicao do jogo Corrida ao Vinte. Sobre isso, ressaltar que, com a mesma
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estrutura, podem ser propostos Corrida ao 10, ao 20, ao 35, ao 100, ou outros nimeros (Pommer,
2008).

Brousseau, professor e pesquisador do IREM de Bordeaux (Instituto de Pesquisas no
Ensino de Matematica, na Franca), dedicou-se a estudar as relacdes entre ensino e
aprendizagem da matemadtica, construindo a Teoria das Situag¢des Didaticas (TSD), a qual
registra as hipdteses sobre as conexdes existentes entre o professor, o estudante e o objeto de
conhecimento, que, segundo o autor, sao os elementos constitutivos de um sistema didatico ou
triangulo didatico, como denominado por Brousseau (1996).

Entende-se que os sujeitos, professor e aluno ou grupo de alunos, e o objeto de
conhecimento encontram-se dinamicamente em uma situacgao didatica, definida por Brousseau
(1992):

Um conjunto de relagdes estabelecidas explicita e/ou implicitamente entre um aluno
ou um grupo de alunos, um determinado meio, (que abrange eventualmente
instrumentos ou objetos) e um sistema educativo (representado pelo professor) com a
finalidade de conseguir que estes alunos se apropriem de um saber constituido ou vias
de constituicdo [...] (Brousseau, 1982, p.28, traducdo nossa).

Adicionalmente, em Brousseau (1986), tem-se a discussdo sobre o jogo Corrida ao Vinte
ser caracterizado como uma situacdo didatica, pois nele estdo dinamicamente imbricados os
elementos constitutivos do sistema didatico: professor, estudante e objeto do conhecimento
matematico. Pommer (2008) apresenta indicagdes teoricas da TSD, utilizando o jogo Corrida

ao Vinte para explicar elementos dessa teoria e descreve o jogo:

Trata-se de um jogo entre dois oponentes, onde um deles inicia escolhendo entre duas
opgdes, “o nimero 1 ou 2”, sendo que o adversario acrescenta mentalmente uma
unidade ou duas, anunciando somente o resultado. O jogo prossegue alternadamente
e vence quem obter primeiro o numero vinte. Apods algumas partidas, pode-se
constatar que a estratégia vencedora neste jogo consiste em utilizar inicialmente o
numero dois e escolher valores que resultem na sequéncia 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20.
Quanto ao algoritmo vencedor, este ¢ obtido pela divisdo euclidiana do numero 20 por
3, que resulta divisor 6 e resto 2, termo inicial da sequéncia otimizadora (Progressao
Aritmética de razdo 3 e primeiro termo 2). Assim, a utilizagdo dos nimeros 1 e 2 ndo
¢ casual - s30 os restos possiveis para divisor 3 (nimero subsequente aos proprios
valores, 1 e 2). Neste jogo, o jogador que inicia, se souber aplicar a estratégia
descrita, sempre vence [...] (Pommer, 2008, p.3).

De modo geral, nos trabalhos que apresentam esse jogo, o objeto de conhecimento
explorado ¢ a divisao euclidiana. Em Cavalcanti (2006), encontra-se uma discussao sobre a
TSD, em que o Corrida ao Vinte ¢ utilizado como situacao didatica na abordagem do conteudo

de decomposi¢do multiplicativa de nimeros naturais.
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Chalita (2023) apresenta um pouco da historia desse jogo:

O primeiro registro sobre o jogo encontrado por mim foi nas referéncias bibliograficas
da tese de doutorado de Brousseau de 1986, intitulada “Théorisation des phénomenes
des Dénseignement des mathématiques” (Teorizagdo de fenomenos da educagdo
matematica). O jogo foi apresentado por ele mesmo, Brousseau, junto a G. Vinrich e
N. Brousseau em 1972 em forma de artigo em um peridédico da Universidade onde
estudavam, a “Unité de formation de mathématiques et interactions” (Unidade de
treinamento de matematica e interagdes), IREM 1 de Bordeaux. O artigo de nome
simples “Division Euclidienne” (Divisdo Euclidiana) de oito paginas ¢ destinado a
professores que costumam utilizar experimentagdes e aplicagdes em sala de aula [...]
(Chalita, 2023, p. 23).

Essas leituras indicam a atualidade da discussdo sobre as potencialidades do jogo no
processo de aprendizagem matematica e as possibilidades de mobilizar conceitos matematicos

para uma analise sistematica dos jogos.

3 METODOLOGIA

Entende-se que o grupo € um espaco de aprendizagem, e o estudo em grupo pode ocorrer
antes do inicio da constitui¢do de uma comunidade de pesquisa ou durante o desenvolvimento
de uma pesquisa. Dessa forma, a metodologia adotada neste trabalho foi uma sistematica de
estudo coletivo sobre as potencialidades do jogo Corrida ao Vinte (Brousseau, 1996), na
perspectiva de explorar formas de ampliacao desse jogo. A proposta de constituir um grupo para
estudar o jogo iniciou-se a partir de uma observagdo empirica e seguiu com uma sistematica de
estudo, envolvendo revisdo tedrica, experimentacdes com trés participantes, representacao
matematica das possiveis jogadas e exploragdo de conceitos matematicos, como os que foram
identificados e analisados em outros trabalhos. No caso, preservou-se a denominacao de corrida
a um determinado numero, e, além disso, modificou-se o numero de jogadores de dois para trés.

As analises desenvolvidas neste trabalho concentraram-se em trés abordagens: a analise
geométrica, que, com base na nocao de arvore de possibilidades apresentada, objetivou mostrar
visualmente os caminhos e decisdes possiveis durante o jogo. Essa estrutura permitiu
representar a estratégia dindmica do jogo de maneira clara e intuitiva; a abordagem algébrica,
que possibilitou a identificacdo e a exploragdo de alguns conceitos fundamentais de analise
combinatoria, aritmética e probabilidade, tais como: combinag¢des completas, permutagdes com
elementos repetidos, equagdes diofantinas, congruéncia linear e probabilidade de Laplace. Por

fim, a abordagem computacional, que foi utilizada a partir da linguagem de programacgao
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Python para testar as combinagdes possiveis de jogadas e visualizar os resultados de forma

automatizada.

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secdo, apresenta-se uma versao modificada do jogo Corrida ao Vinte, adaptada
para um cendrio de Corrida ao Dez com trés participantes. A proposta busca explorar as
dindmicas e estratégias que surgem quando o jogo ¢ estendido para mais de dois jogadores,
ampliando suas possibilidades pedagogicas. As analises algébrica, geométrica e computacional
sdo agora aprofundadas, com maior profundidade de detalhes nesta sec¢ao.

Assim, as principais questdes exploradas e que nortearam esta pesquisa sao: ¢ possivel
estender as conclusdes da andlise do jogo Corrida ao Vinte para uma versao com trés jogadores?
Pode-se afirmar que existe uma sequéncia vencedora nesse novo contexto? A partir dessas
indagagdes, desdobram-se outras perguntas investigativas: 1) seria possivel identificar uma
sequéncia vencedora na nova configuracao? ii) Caso afirmativo, o que mudaria na estrutura do
jogo original? iii) E, por fim, quais conceitos matematicos seriam exigidos para compreender e

elaborar estratégias eficazes nesse cenario ampliado?

4.1 Representacio geométrica

Os jogos sdo frequentemente utilizados para explorar conceitos de estratégia com o intuito
de resolver problemas computacionais e matematicos, tais como légica, estruturas combinatorias,
resolucdo de problemas analiticos, entre outros. No jogo Corrida ao Dez, da mesma forma como
no Corrida ao Vinte, cada jogador faz uma escolha (entre 1 e 2) e adiciona a soma anterior; quem
ganha ¢ o jogador que conseguir chegar ao dez primeiro, podendo apresentar estratégias diversas
que podem ser analisadas em diferentes areas da matematica.

A versdo com dois jogadores ja foi inteiramente classificada, com estratégias bem
definidas para garantir a vitéria do primeiro jogador sempre, independentemente das estratégias
do segundo jogador. Caso o segundo jogador chegue ao 7, o primeiro jogador soma 1 ou 2 e
obtém 8 ou 9, e o segundo consegue vencer somando 1 ou 2. Ao adicionar um terceiro jogador,
o jogo fica mais complexo, perdendo a garantia da existéncia de uma sequéncia vencedora e
exigindo que cada participante ndo apenas maximize suas chances de vitdria, mas também

controle as jogadas adversarias.
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Para facilitar a compreensdo geométrica, vamos estabelecer a seguinte notagao (s, J;),
com i €{1, 2, 3}, onde:
e s representa a soma de todas as jogadas até a vez do jogador J;, inclusive;
e |/ indica qual jogador realizou a jogada.
A soma comeg¢a com s = 0 e progride com incrementos de 1 ou 2 até¢ s = 10. O
primeiro jogador que atingir s = 10 vence o jogo.
A fim de simplificar as ilustracdes, consideraremos um caso especifico, em que o
primeiro jogador inicie a sequéncia escolhendo o nimero 2, o que leva a configuragao inicial:
0—-@2,J),
e a arvore geométrica pode ser construida conforme a Figura 1. A partir desse ponto, o0 jogo
segue conforme as regras estabelecidas anteriormente. O caso em que o primeiro jogador

escolhe 1 ¢ analogo, por isso deixamos a analise a cargo do leitor interessado.

Figura 1 — Arvore de possibilidade quando o primeiro jogador iniciar com 2.

(9,72) — (10,43)
(7.91) (10,73)
(8,.J2)
(6.J3) T (9.3) — (10,44)
_(10.72)
(8.1)
™ (9.J2) — (10.73)
(4.1a) (9.12) — (10,7)
/ way
/ (7.41) _(10.13)
/ (8.Ja)
/ = (9.73) — (10,J;)
/ 5,J3)
/ -l _(10,73)
/ (8.42)
/ = 7 (9.J3) — (10.71)
/ Lol 9.J. 107
/‘, e /I.-~JJ—( LJ1)
/, (7.J2) L. _(10.0y)
/ (8,J3)
/ T (9.0y) — (10.73)
00— (2.0y) (9.12) — (10,4)
\ = ~
".' (7.J1) 3 _ (10,73)
(8.12) ~
\,\ T (9.03) — (10.7y)
\ 5,J;
\ (5.12) (10,43)
\ (8.7a)
\ o " (9.3) — (10,0y)
\ fe:7) 7 0.
\ \_ __(8.45)— (10.11)
\ (wh), (10,07
\ (8.Ja)
\ ™ (9.1y) — (10,43)
(3.J2) _(10.J3)
(8.J2)
7 T (9.J3) — (10,0)
(6,J1)
\ o8 ] (9.72) — (10,4;)
7.
o __(10.)
|8..IJ)A><_
" (9.0y) — (10,73)
(4,J3)
AR (9.J3) — (10.]1)
(7} (10,01
(8.Ja) —
T (9.Jy) — (10.75)
J
(5-11) _(10.03)
(8.73) _
" (9.0y) — (10,75)
(6.72)
(9.1) — (10,.72)
A
(7.a) (10,)
(84)
(9.J2) — (10,.J3)

Fonte: Elaborado pelos autores (2025).
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A analise geométrica do jogo Corrida ao Dez para trés jogadores revelou a
complexidade adicional gerada pela interagdo entre os participantes, exigindo um planejamento
mais sofisticado. Isso pode ilustrar as potencialidades de um mesmo jogo ser explorado em
diferentes anos escolares, diversificando o nivel de complexidade, como reafirmado em Muniz
(2022). Segundo o autor, o jogo deve se configurar como uma proposta de a¢do para o estudante
ao desafiar, fazer pensar, levantar hipdteses, elaborar, testar estratégias, validar agdes e
resultados.

A seguir, apresentamos uma situacdo em que, independentemente das estratégias
adotadas por um determinado jogador, sua derrota pode ser inevitavel.

Se o jogador J inicia com 2, apds a primeira rodada ele pode alcangar 5, 6, 7 ou 8. Caso
chegue em 8, sua derrota € inevitavel. Restam, portanto, as possibilidades de atingir 5, 6 ou 7.

e Se Ji parar em 5, J> poderd alcangar 7, Jyvence: Se J3 alcangar 8, J; alcanga 10.
Se J; alcancar 9, J; alcanga 10;

e SeJ) parar em 6, /> define quem ganha: Se J; alcangar 7, Ji ganha. Se J; alcangar
8, ganha j3;

e Se Ji chegar a 7, o jogador J> avangara para 8 ou 9, podendo garantir a vitoria
de Js.

Esse cenario evidencia a complexidade estratégica do jogo, em que cada movimento
influencia diretamente as chances de vitéria dos adversarios.

A partir da analise geométrica do jogo, considerando que Ji inicia com 2, podemos
tracar uma estratégia para J; com o objetivo de maximizar suas chances de vitoria. A posicao

ao longo das rodadas influencia diretamente o desfecho do jogo.

4.2 Representacio algébrica

A representagdo em forma de arvore de possibilidades torna-se mais empirica, mais
proxima de ser adotada e compreendida pelos estudantes. Porém, ¢ interessante instiga-los a
experimentar outra forma de analisar as jogadas, adotando uma linguagem algébrica. Assim,
pode-se considerar que sejam m, n € Z a quantidade total de vezes que o grupo de jogadores
escolheu o niimero 1 e o numero 2, respectivamente. Entao, a fim de calcular a quantidade de

possibilidades de encerrar o jogo, resolveremos a seguinte equacao diofantina:

1-m+2-n=10 (D
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Note que m ¢ par, pois 10 e 2n sdo pares. Logo, a quantidade de solugdes inteiras e ndo
negativas da equagdo (1) € exatamente igual a quantidade de solugdes inteiras € nado-negativas
da equagdo x + n = 5 onde x = m/2, que pode facilmente ser calculada usando o conceito de
combinagdes completas (combinagdes com elementos repetidos). Representando por CR3 o
nimero de combinagdes completas de classe 2 e de 5 objetos temos que o numero de solugdes
inteiras e ndo negativas da equagdo (1) ¢ CR3 = C3,;_;, =C2 = 6.

Podemos encontrar cada uma dessas solugdes utilizando a teoria de equagdes diofantinas
ou tomando a congruéncia médulo 2 na equagdo (1), resolvendo a congruéncia linear m =
0Omod2 e calculando, para cada valor viavel de m, o n correspondente. Na primeira op¢ao, por
inspe¢do (tentativa e erro ou “adivinhagdo inteligente”), podemos encontrar uma solugdo
particular, por exemplo: m = 0 e n =5, e depois, adicionando 2 ao m e subtraindo 1 do n,

obtemos todos os pares de solugdes, quais sejam: (0,5); (2,4); (4,3); (6,2); (8,1) e (10,0).

Pm,n

mn
m+n P

Cada uma das solugdes (m,n) pode ocorrer de T

modos distintos, em que
representa o numero de permutacdes com elementos repetidos de m + n objetos com m e n
objetos repetidos. Logo, o total de possibilidades de encerrar o jogo ¢ de:

PO + PRt + P + PSS + P + P =14+15+35+28+9+1=289
Para determinar o nimero de vezes em que o jogador i € {1,2,3}) ganha o jogo, precisamos

considerar duas equagdes diofantinas:

1-m+2-n=8 (2)
cujas solugdes sao (0,4); (2,3); (4,2); (6,1) e (8,0). E também a equacao
1-m+2-n=9 3)

cujas solugdes sao (1,4); (3,3); (5,2); (7,1) e (9,0).

As equacgdes (2) e (3) representam as duas possibilidades de um jogador i € {1,2,3}
ganhar o jogo: quando a soma parcial ¢ 8 e ele escolhe 2 ou quando a soma ¢ 9 e ele escolhe 1.

Note que, a fim de garantir a vitdria do jogador i € {1,2,3}, precisamos adicionar a
ambas as equacdes a restri¢do de que m + n deve ser congruente a i-1 mddulo 3. Desta forma,
somos capazes de contabilizar o nimero de possibilidades de cada jogador vencer o jogo.
Vamos analisar cada caso!

1) i = 1. Neste caso, as Unicas solugdes que atendem a restrigao sdo (4,2); (3,3) e (9,0).
Logo, o nimero total de possibilidades do jogador 1 vencer ¢ de:

P + P34+ P =15+20+1 =36
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i = 2. Neste caso, as Unicas solugdes que atendem a restri¢do sao (0,4); (6,1) e (5,2).
Portanto, o numero total de possibilidades do jogador 2 vencer ¢ de:
Pt + PO, + P =14+7+21=29
2) i = 3. Neste caso, as Unicas solu¢des que atendem a restrigao sao (2,3); (8,0); (1,4) e
(5,2). Entdo, o numero total de possibilidades do jogador 3 vencer ¢ de:
PAL+Po + P +P =10+1+5+8=24

Desta forma, considerando que os jogadores fazem jogadas aleatorias e desprovidas de
qualquer estratégia, temos que as probabilidades dos jogadores 1, 2 e 3 vencerem sao de,
respectivamente, 36/89, 29/89, e 24/89 ou 40,45% ; 32,58% e 26,97%, aproximadamente.

Observa-se que nessa analise realizada, com auxilio da Algebra, foram mobilizados
conceitos fundamentais de andlise combinatéria, aritmética e probabilidade, tais como:
combinagdes completas, permutagdes com elementos repetidos, equagdes diofantinas,
congruéncia linear e probabilidade de Laplace, além de ntimeros racionais na forma fracionaria,
porcentagens.

Pode-se reafirmar, com base em Muniz (2010), que existem relagdes entre jogo e
matematica implicadas em questdes epistemoldgicas. Parece existir uma similaridade entre a
natureza da atividade considerada jogo e a constru¢do do conhecimento matematico mobilizado

durante o jogo. Essas relacdes necessitam ser melhor investigadas em um proximo estudo.
4.3 Estrutura do jogo e representacio computacional

Conforme discutido nas se¢des anteriores, o jogo Corrida ao Dez pode ser analisado sob
diferentes perspectivas matematicas. Na Se¢do 4.1, foi explorada uma andlise geométrica,
representando suas possibilidades por meio de uma estrutura em arvore. Essa visualizacao
facilita a compreensdo das decisdes estratégicas, permitindo que os participantes identifiquem
os melhores caminhos e antecipem os movimentos dos adversarios. J4 na Secdo 4.2, foi
apresentada uma formulagao algébrica, detalhando os principios e etapas que garantem uma
versao analitica final das diferentes sequéncias no jogo. Dando continuidade a essas discussoes,
esta se¢do introduz uma abordagem computacional do jogo, um outro registro de representacgao,
ampliando as possibilidades de anélise e aprofundando a compreensdo sobre as estratégias.

Destaca-se que habilidades como resolucdo de problemas, raciocinio algébrico e

pensamento algoritmico sdo comuns tanto ao pensamento matematico quanto ao
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computacional, evidenciando a interse¢do entre programag¢do e matematica. Assim, aprender a
programar pode contribuir para a compreensao de conceitos matematicos (Morais; Basso;
Fagundes, 2017).

Tendo como base a discussao sobre pensamento analitico e criativo, relacionada ao
pensamento computacional e ao pensamento matematico, apresenta-se na Tabela 1 uma versao
em pseudocodigo do jogo Corrida ao Dez. O pseudocodigo, assim como um fluxograma,
permite direcionar o usuario por um caminho detalhado, apresentando passo a passo para a
construgdo completa da estrutura do jogo. Nesta versao apresentada, foi desenvolvida uma
funcao de repeti¢do (linha 3) em que os usuarios podem alterar, conforme desejem, o nimero
final que se pretende alcangar na corrida (corrida < 10). No caso em tela, a corrida possui 10
rodadas, sendo as rodadas numeradas de 0 a 9. Além disso, o pseudocddigo ¢ apresentado de
forma generalizada, permitindo que o usudrio altere a quantidade de jogadores (jogadores «—

3), como mostrado na linha 5.

Tabela 1 — Pseudocodigo para o jogo da corrida dos 3 aos 10.

1. Inicio
2 . corrida « 2
3. Enquanto corrida < 10 faga:
4. corrida < corrida + 1
5. jogadores « 3
6. Fungio corrida aos n(jogador):
7. wvitdria < 0
8. Para tamanho de 1 até corrida Faca:
9. Parajogadas de 1 ¢2, Faga:
10. Se soma(jogadas) # corrida entdo:
11. continuar para proxima sequéncia
12. total acumulado « 0
13. vencedor « nulo
14. Para cada jogada em jogadas faca:
15. jogador atual « (indice % jogadores) + 1
16. total _acumulado « total acumulado + jogada
17. Se total acumulado = corrida entdo:
18. vencedor < jogador atual
19. sair do loop interno
20. Senio se total_acumulado > corrida entdo:
21. sair do loop interno
22. Se vencedor = jogador entdo:
23. imprimir jogadas
24. vitéria « vitdria + 1
25 . Retornar vitoria
26. Fim

Fonte: Elaborado pelos autores (2025).

Na versdo do pseudocddigo apresentada na Tabela 1, a implementacdo do algoritmo

computacional resulta na impressdo de todas as possiveis sequéncias completas, conforme
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ilustrado na Tabela 2. No caso analisado, foram geradas todas as combina¢des em que os
jogadores 1, 2 e 3 podem vencer o jogo, considerando que o jogador 1 inicia a partida, seguido
pelo jogador 2 e, em seguida, pelo jogador 3. Esse ciclo de turnos se repete até que um vencedor
seja definido.

Conforme discutido na Secdo 4.2, na parte de representacdo algébrica do jogo, esse
exemplo especifico resultou na identificacao de um total de 89 sequéncias distintas. Dentre elas,
36 correspondem a vitoria do jogador 1, 29 a vitdria do jogador 2 e 24 a vitdria do jogador 3.
Dessa forma, a Tabela 2 ¢ apresentada como um complemento e uma validagdo dos resultados

discutidos na Se¢do 4.2, bem como da arvore apresentada na Secdo 4.1.

Tabela 2 — Sequéncias de vitdria para os jogadores 1, 2 ¢ 3 no jogo da corrida dos 3 ao 10, com turnos na ordem:
jogador 1, jogador 2 e jogador 3.

Jogador 1 Jogador 2 Jogador 3

(LLLI222)
(1,1,1,2,12,2)
(1,1,122,1,2)
1,1,1,2,2,2,1) (2,2,2,2,2)
(1,1,2,1,1,2,2) (1,1,1,1,1,1,2,2)
1,1,2,1,2,1,2) (1,1,1,1,1,2,1,2)
(1,1,2,1.2.2,1) (1,1,1,1,1,2,2,1) 8;3;2
(1,1,2,2,1,12) (1,1,1,12,1,1,2) (12.2.12.2)
(1,1,2,2,1,2,1) (1,1,1,1.2,1,2,1) (12.22.12)
(1,1,2,2.2,1,1) (1,1,1,12,2,1,1) (12.222.1)
(12,1,1,12.2) (1,1,1,2,1,1,1,2) (2.1.1222)
(1,2,1,12,12) (1,1,1,2,1,1,2,1) (2.12.1.2.2)
(1,2,1,1,2,2,1) (1,1,1,2,1,2,1,1) (2.12.2.12)
(1,2,1,2,1,1,2) (1,1,1,2.2,1,1,1) (2.1222.1)
(1,2,1,2,1,2,1) (1,1,2,1,1,1,1,2) (22.1.122)
(12,122,1,1) (1,1,2,1,1,1,2,1) (22.1.2.1.2)
(12.2,1,1,12) (1,1,2,1,1,2,1,1) Q22.122.1)
(12.2,1,1.2,1) (1,1,2,1.2,1,1,1) (22.2.1.12)
(12.2,12,1,1) (1,1,2.2,1,1,1,1) 222.12.1)
(12.2,2,1,1,1) (1,2,1,1,1,1,1,2) 2222.1.1)
(2,1,1,1,1,2,2) (1.2,1,1,1,1,2,1) LLLLLLLL2)
2.1,1,12,1.2) (1,2,1,1,1,2,11) LLLLIA21)
2,1,1,12.2,) (1,2,1,12,1,1,1) (LLILLI2.11)
2.1,1,2,1,1,2) (1.2,1.2,1,L,1,1) (LLILL2111)
(2,1,1,2,1,2,1) (1,2.2,1,1,1,1,1) (A1 2.100.1)
(2,1,1,2,2,1,1) 2.LL11,1,1.2) (L1211
(2.1.2,L1,1.2) 2.LLLL12.1) (L1211 L)
(2,1,2,1,1,2,1) 2,1L1L1,1,2,1.1) A2 111111
(2,1,2,1,2,1,1) 21,112,111 CLILLILLY
2,122,1,1,1) (2,1,1,2,1,1,1,1) A
2.2,1,1,1,1,2) (2,12,1,1,1,1,1)
2.2,1,1,12,1) 22,1,1,1,1,1,1)
2.2,1,12,1,1)
(2.2,12,1,1,1)
(22.2,1,1,1,1)

(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)

36 possibilidades 29 possibilidades 24 possibilidades

Fonte: Elaborado pelos autores (2025).
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A partir dos dados apresentados na Tabela 2, é possivel promover uma discussio sobre
as probabilidades de vitdria para cada jogador. A Tabela 3 expande essa analise ao exibir a
porcentagem de sucesso para cada jogador. Nela ¢ feita uma ampliagcdo dos resultados,
mostrando o percentual de vitoria para corrida dos 3 ao 3, dos 3 ao 4, até a sequéncia da corrida
dos 3 ao 10. Essa ampliacao dos resultados permite uma visao mais clara da distribui¢ao das

vitorias ao longo das diferentes sequéncias do jogo.

Tabela 3 — Diferentes porcentagens de vitérias e sequéncias.
Corrida dos 3

208 Jogador 1 Jogador 2 Jogador 3
3 0 2 1
0,0% 66,6% 33,3%
4 1 1 3
20% 20% 60%
5 5 1 3
50% 12,5% 37,5
6 6 5 2
46,15% 38,46% 15,38%
7 5 10 6
23,80% 47,61% 28,57%
3 8 11 15
23,52% 32,65% 44,11%
9 21 13 21
38,18% 23,63 38,18%
10 36 29 24
40,44% 32,58% 26,96%

Fonte: Elaborado pelos autores (2025).

A analise dos dados apresentados na Tabela 3 revela que, no jogo corrida dos 3, ndo ha
um padrao claro que determine qual jogador possui maior ou menor probabilidade de vitoria.
Por exemplo, na corrida dos 3 ao 3, o jogador 1 tem 0% de chances de vencer, enquanto na
corrida dos 3 ao 5, sua taxa de vitdria sobe para 50%, equivalente a soma das probabilidades
dos outros dois jogadores. J4 na corrida dos 3 ao 9, o jogador 1 apresenta 0 mesmo percentual
de vitoria que o jogador 3. Essa variagdo nos resultados indica que as chances de cada
participante dependem diretamente do valor final estabelecido para a corrida, tornando a
distribuicdo das probabilidades indefinida e sensivel as regras do jogo.

Com os resultados computacionais obtidos, fica clara a conexao entre matematica e
programacdo, uma vez que ambas compartilham a necessidade da precisdo logica e rigor
analitico. Os dados apresentados na Tabela 2 ilustram bem essa relacdo, pois convergem

perfeitamente com os resultados obtidos na se¢do 4.2, referentes a analise algébrica do jogo.
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Essa convergéncia evidencia ndo apenas a validade dos célculos, mas também o potencial da
computacdo como aliada no processo de ensino e aprendizagem. Nesse sentido, o uso de
linguagens de programagao, neste caso em estudo, utilizadas para representacdo das possiveis
jogadas, configura-se como um importante suporte tanto para o desenvolvimento do

pensamento matematico quanto para a constru¢cao de competéncias tecnologicas nos estudantes.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Este artigo propds uma andlise modificada e exploratéria do jogo Corrida ao Vinte,
considerando sua execucdo por trés participantes. A investigacdo teve como objetivo
compreender como a dinamica do jogo se altera com a introdugdo de um terceiro jogador,
especialmente no que diz respeito as estratégias vencedoras tradicionalmente consolidadas na
versdo com dois jogadores. No caso, como explicado ao longo do texto, pela limitagdo de
paginas do artigo, adotou-se a representagdo considerando uma corrida ao dez, para diminuir a
quantidade de registros dos calculos.

Observa-se que foram utilizados registros de representacdo geométrica, algébrica e
computacional. A analise geométrica do jogo Corrida ao Dez, por meio da construgdo e leitura
da arvore de possibilidades, possibilitou uma maior visualizacdo das estratégias possiveis e a
identificacdo de posicOes vantajosas para cada jogador. Essa representacdo pode favorecer o
desenvolvimento do pensamento 16gico e a visualizacdo de estruturas complexas, aspectos
fundamentais na formacdo matematica. Na representacdo algébrica, apresentou-se um estudo
analitico das possibilidades de vitdrias gerais e especificas para cada jogador, oportunizando o
uso contextualizado da linguagem algébrica. A representagdo computacional, por sua vez,
evidenciou como o uso de linguagens de programacao contribui para o desenvolvimento do
pensamento matematico.

De modo geral, as trés formas de representagdo das possiveis jogadas evidenciaram
como 0s conceitos matematicos podem ser explorados quando se propde realizar uma analise
sistematica de um jogo. Considerando o que os pesquisadores indicam sobre o uso educacional
do jogo, inicialmente, deve-se oportunizar que o estudante jogue o jogo, experimente-o diversas
vezes e, em seguida, apos o entendimento do jogo, o professor deve convida-lo a uma atividade
metacognitiva, uma reflexdo sobre a acdo durante o jogo. Nesse momento, espera-se que o
estudante consiga visualizar as jogadas, analisar diferentes estratégias e representd-las por meio

da linguagem matematica.
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E nessa agdo metacognitiva que o pensamento se desloca de uma agio material para
uma acdo mental, fazendo-se o exercicio de representagdo das possiveis jogadas, como
analisado nas se¢oes 4.1, 4.2 ¢ 4.3. Essa transi¢ao da acdo concreta para a agao mental, por meio
da reflexdo e da representagdo, potencializa a aprendizagem. E nesse processo metacognitivo
que se desenvolvem competéncias como a argumentagao, a formulagdo de hipoteses e a criagdo
de estratégias. O professor, ao fazer a mediagdo, pode instigar o grupo a representar as jogadas
de formas diferentes e discutir as possibilidades de representagdo geométrica, algébrica e
computacional, como apresentado neste artigo. Em termos pedagdgicos, essa versao modificada
pode ampliar o potencial do jogo como recurso didatico, pois estimula o pensamento
estratégico, a tomada de decisdo e o raciocinio légico diante de multiplas possibilidades. Essa
abordagem vai ao encontro do que foi apresentado por Soares et at. (2024), que também
destacou o uso do jogo como ferramenta eficaz no ensino de matematica.

Os resultados indicaram que, ao se adicionar um terceiro participante, as estratégias
conhecidas e eficazes na versao tradicional do jogo deixam de ser aplicaveis. Isso ocorre porque
o controle estratégico individual perde sua eficdcia, e a vitdria, nesse novo contexto, passa a
depender ndo apenas das decisdes do proprio jogador, mas também das interagdes e respostas
dos demais participantes, tornando o jogo mais complexo.

Salienta-se que as conclusdes e/ou posi¢des do autor frente aos resultados do estudo
geralmente sdo elaboradas por meio da exploracao dos objetivos alcangados e da discussdo do

problema abordado.
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