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RESUMO: Objetivou-se avaliar o desempenho de modelos tradicionais e mistos no ajuste da relação 
hipsométrica em fragmento de Floresta Estacional Semidecidual, utilizando dados de 19 unidades amostrais 
localizadas no Parque Estadual de Nova Baden, em Lambari, Minas Gerais. Foram criados cenários: um a 
partir do banco de dados original e outro após a exclusão de pontos discrepantes, para ajustes de modelos de 
relação hipsométrica, que foram avaliados por meio do coeficiente de determinação ajustado, do erro padrão 
da estimativa, dos critérios de informação de Akaike e Bayesiano, da análise gráfica de resíduos, do teste F e 
da significância dos coeficientes. A melhor equação foi submetida à inclusão das covariáveis espécie, família 
botânica e classe de diâmetro, consideradas como efeitos aleatórios. O modelo linear de Trorey foi 
considerado o mais preciso em ambos os cenários. A remoção dos pontos discrepantes resultou em 
estimativas mais precisas e menos tendenciosas, que, quando associadas à modelagem mista, com a inclusão 
do fator aleatório “espécie” nos três coeficientes do modelo, propiciaram um aumento de 18% no coeficiente 
de determinação ajustado e uma redução de 7,2% no erro padrão da estimativa. 
Palavras-chave: relação altura-diâmetro; modelos mistos; floresta nativa. 
 

Hypsometric modeling using covariates in a semideciduous seasonal forest 
 

ABSTRACT: The objective of this study was to evaluate the performance of traditional and mixed models 
in fitting the hypsometric relationship in a fragment of Semideciduous Seasonal Forest, using data from 19 
sample plots located in Nova Baden State Park, in Lambari, Minas Gerais, Brazil. Two scenarios were 
developed: one based on the original database and another after removing outliers, for fitting hypsometric 
relationship models. The models were evaluated using the adjusted coefficient of determination, standard 
error of the estimate, Akaike Information Criterion, Bayesian Information Criterion, graphical residual 
analysis, F-test, and coefficient significance. The best equation was then extended to include covariates such 
as species, botanical family, and diameter class, considered as random effects. The Trorey linear model was 
considered the most accurate in both scenarios. The removal of outliers resulted in more concise and less 
biased estimates, which, when associated with the modeling the inclusion of the random factor "species" to 
an 18% increase in the adjusted coefficient of determination and a 7.2% reduction in the standard error of 
the estimate. 
Keywords: height-diameter relationship; mixed models; native forest. 

 
1. INTRODUÇÃO 

O inventário florestal é uma atividade essencial para o 
manejo adequado dos recursos florestais, possibilitando a 
obtenção de estimativas precisas das características 
qualiquantitativas dos povoamentos e das florestas 
(SCOLFORO; MELLO, 2006).  

As florestas inequiâneas, mesmo sendo pequenos 
fragmentos e áreas de vegetação secundária jovem, 
apresentam estruturas e composições florísticas complexas, 
com alto potencial de armazenamento de carbono 
(POORTER et al., 2016; MARQUES; GRELLE, 2021). A 
produtividade do ecossistema e a eficiência no uso do 
carbono são amplamente explicadas por características da 
estrutura da vegetação diretamente ligadas à complexidade 
estrutural, incluindo a biomassa acima do solo, o índice de 

área foliar e a altura das árvores (MIGLIAVACCA et al., 
2021; CONTO et al., 2024; FONSÊCA et al., 2024).    

Dentre as variáveis obtidas em um inventário florestal, a 
altura é uma importante característica das árvores, pois está 
diretamente correlacionada com o volume de madeira. Em 
florestas naturais, a altura total das árvores tem grande 
importância ecológica e para fins de manejo, pois ajuda a 
compreender a estrutura vertical da comunidade (CURTO et 
al., 2018).  

No inventário florestal, o diâmetro à altura de 1,30 metros 
do solo (DAP) é facilmente mensurado, enquanto a medição 
da altura das árvores em pé é onerosa devido à maior 
complexidade e à maior suscetibilidade a erros (SILVA et al., 
2007). Diversos obstáculos são encontrados na medição da 
altura em florestas naturais, como a falta de acessibilidade do 
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local, a tortuosidade do fuste, a falta de visibilidade da base e 
do topo da árvore e a declividade do terreno. Por 
consequência, a medição da altura requer maiores 
investimentos, mais tempo e equipe treinada para a coleta de 
dados (SENA et al., 2015). 

No inventário florestal é usual medir o diâmetro de todas 
as árvores da parcela e a altura apenas de uma parte delas. 
Esse conjunto de dados é utilizado para estabelecer uma 
relação entre a altura e o diâmetro, por meio de análise de 
regressão, denominada relação hipsométrica (ANDRADE; 
LEITE, 2011). Com base na equação obtida, a altura das 
demais árvores da parcela é estimada, a partir do DAP 
mensurado (BARTOSZECK et al., 2002). 

Embora vários modelos possam adequar-se à relação 
hipsométrica, o uso imoderado dessa relação pode levar a 
erros não amostrais consideráveis, uma vez que diversos 
fatores influenciam a relação entre a altura e o diâmetro 
(BARROS et al., 2002). Na literatura florestal, diversos 
autores relatam a influência desses fatores, tais como a 
qualidade do sítio, a densidade do povoamento, a competição 
intraespecífica, a família botânica e as condições ambientais 
(CUI et al., 2022; JHA et al., 2023; FENG et al., 2024). 

Neste contexto, a modelagem mista, surge como 
alternativa à modelagem tradicional, pois permite incorporar 
a influência da variabilidade de diferentes fatores nos ajustes 
dos modelos (OLIVEIRA et al., 2015; CYSNEIROS et al., 
2020; SILVA et al., 2024; RIBEIRO et al., 2026). Autores 
como Cui et al. (2022) e Yang et al. (2022), demonstraram 
que a inclusão de fatores aleatórios em modelos resulta em 
ajustes mais precisos, superiores aos obtidos com modelos 
tradicionais que utilizam apenas o DAP como variável 
independente. Conforme apresentado por Pinheiros e Bates 
(2000), a modelagem de efeitos mistos permite que a variação 
interindividual seja explicada por parâmetros de efeitos fixos, 
comuns a toda a população, e por parâmetros de efeitos 
aleatórios, específicos de cada indivíduo.  

Apesar dos avanços na modelagem da relação 
hipsométrica, os estudos que avaliam o efeito de covariáveis 
na Floresta Estacional Semidecidual ainda são limitados, 
evidenciando uma lacuna quanto à disponibilidade de 
equações eficientes para estimar a altura das árvores em 
florestas com elevada diversidade de espécies. Portanto, foi 
formulada a hipótese de que a inclusão de covariáveis capazes 
de representar características individuais das árvores e 
condições da floresta reduzirá a variabilidade não explicada 
pelo modelo e, proporcionará maior precisão na predição da 
altura das árvores em comparação aos modelos de efeitos 
fixos sem esses componentes. 

 Deste modo, o objetivo deste trabalho foi avaliar o efeito 
da adição das covariáveis espécie, família botânica e classe de 
diâmetro no ajuste de modelos de relação hipsométrica em 
Floresta Estacional Semidecidual. 
 
2. MATERIAL E MÉTODOS 
2.1. Caracterização da área de estudo 

A área de estudo é um fragmento de Floresta Estacional 
Semidecidual, localizado no Parque Estadual de Nova Baden, 
com coordenadas centrais 21°56'09.6"S e 45°19'19.8"W, no 
município de Lambari, no sul de Minas Gerais (Figura 1). A 
área está situada em uma porção do relevo conhecida como 
Planalto Atlântico, na Serra da Mantiqueira, com área total de 
268,48 ha, sendo a área amostral de 1,9 ha. 

A altitude média do local é de 1.073 m, com 
predominância de Latossolo Vermelho Distrófico 

(MARQUES NETO, 2014). O clima é do tipo “Cwa“, 
segundo a classificação de Köppen, caracterizado por 
apresentar inverno seco e verão quente, definido como 
temperado úmido (MARTINS et al., 2018). O índice de 
chuvas anual chega a superar 1.600 mm e a temperatura 
média anual é de 17,67 ºC (GUIMARÃES et al., 2010). 
 

 

Figura 1. Localização da área de estudo e dos pontos amostrais no 
Parque Estadual de Nova Baden, em Lambari, Minas Gerais. 
Figure 1. Location of the study area and sampling points in Parque 
Estadual de Nova Baden, Lambari, Minas Gerais. 
 
2.2. Banco de dados 

O banco de dados foi coletado durante o Inventário 
Florestal de Minas Gerais (CARVALHO et al., 2008). O 
processo de amostragem utilizado foi o sistemático, com 19 
unidades amostrais de 1.000 m² (10 x 100 m). Em cada 
unidade amostral foram mensuradas as variáveis 
circunferência à 1,30 m do solo (CAP) e altura total (Ht) dos 
indivíduos arbóreos, além da identificação botânica das 
espécies. Posteriormente, os valores de CAP foram 
convertidos em diâmetro à altura de 1,30 m do solo (DAP). 
Para o objetivo deste trabalho foram excluídas todas as 95 
árvores mortas e, para aquelas que possuíam bifurcações, foi 
calculado o DAP equivalente e a altura média dos fustes. O 
conjunto de dados foi composto por 210 espécies, 
pertencentes a 69 famílias botânicas.  
 
2.3. Modelagem hipsométrica 

Este estudo foi realizado considerando dois cenários (I e 
II). No cenário I, os modelos de relação hipsométrica foram 
ajustados a partir do banco de dados original, contendo 
informações de 2.105 árvores. No cenário II, os modelos 
foram ajustados com base no mesmo banco de dados, após 
a exclusão dos pontos discrepantes entre si, como outliers e 
pontos influentes. A remoção desses pontos foi realizada por 
meio da metodologia dos resíduos padronizados e da medida 
de Leverage (ROUSSEEUW; LEROY, 1987). Do banco de 
dados original, foram removidas 70 árvores, resultando em 
um total de 2.035 árvores no cenário II. 

Para avaliar a acurácia e precisão das equações ajustadas, 
o conjunto de dados foi dividido em 80% para ajuste e 20% 
para validação, em ambos os cenários. A seleção das árvores 
para ajuste e validação foi realizada aleatoriamente, 
proporcionalmente à frequência das classes de diâmetro à 
altura de 1,30m do solo (DAP). Foram utilizadas 12 classes, 
com amplitude de 10 cm, no primeiro cenário, e 12 classes, 
com amplitude de 6 cm, no segundo cenário. Em ambos os 
cenários, dez modelos tradicionais de relação hipsométrica 
foram ajustados (Tabela 1), sendo oito lineares e dois não 
lineares. 
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Tabela 1. Modelos de relação hipsométrica ajustados para um 
fragmento de Floresta Estacional Semidecidual, em Lambari, Minas 
Gerais. 
Table 1. Adjusted hypsometric relationship models for a fragment 
of Semideciduous Seasonal Forest, in Lambari, Minas Gerais. 
Nº Modelo Denominação 

1 Ht = β଴ + βଵ. DAP     Linear simples 

2 Ht = β଴ + βଵ. DAP + βଶ. DAPଶ Trorey 

3 Ht = β଴ + βଵ.
1

DAP
 Assmann 

4 Ht = β଴ + βଵ.ln DAP Henricksen 

5 ln Ht = β଴ + βଵ.ln DAP Stoffels 

6 ln Ht = β଴ + βଵ.
1

DAP
 Curtis 

7 
1

Ht − 1,30
= β଴ + βଵ.

1

DAP
 Petterson 

8 DAPଶ

Ht
= β଴ + βଵ. DAP + βଶ. DAPଶ Prodan 

9 Ht − 1,3 =
DAPଶ

β଴ + βଵ. DAPଶ
 Naslund 

10 Ht − 1,3 =
DAPଶ

β଴ + βଵ. DAP + βଶ. DAPଶ
 Prodan 

ln = logaritmo neperiano; Ht = altura total (m); DAP = diâmetro à 1,30 m 
do solo (cm); β଴, βଵ, βଶ= coeficientes de regressão 

 
Em cada cenário, o modelo selecionado foi ajustado com 

a inclusão das covariáveis espécie, família botânica e classe de  
DAP como fatores aleatórios. Os efeitos fixos modelam o 
valor esperado da variável altura, enquanto os efeitos 
aleatórios modelam sua estrutura de covariância. As 
covariáveis foram incorporadas aos coeficientes β0, β1, β2 e na 
interação entre os três coeficientes, buscando avaliar a 
combinação de maior efeito aleatório. 

Portanto, o modelo misto possui uma porção fixa e outra 
aleatória e, como exemplo de demonstração, apresenta-se a 
equação 1, que representa um modelo linear misto. Detalhes 
sobre a modelagem mista podem ser encontrados em 
Pinheiros e Bates (2000) e Mcculloch e Searle (2001). 

 
Y୧ = Xஒ + Zத + ε୧   (01) 

 
em que: Y୧  = vetor da variável altura do i-ésimo grupo de árvores; 
X = matriz conhecida da variável DAP (cm) do i-ésimo grupo de 
árvores; β = vetor de parâmetro de efeitos fixo; Z = matriz relativa 
aos efeitos aleatórios (espécie, família e classe de DAP); τ = vetor 
de parâmetros aleatórios associado ao i-ésimo grupo de árvores; ε୧ 
= vetor de erros aleatório associado a variável Y୧. 
 

Os parâmetros aleatórios τ e ε୧ não são correlacionados 
e apresentam distribuição normal com média zero e matrizes 
de variâncias-covariâncias D e R, respectivamente. 
Assumindo: τ ~ N(0, D) e ε୧~ N(0, R), em que D é a matriz de 
variâncias-covariâncias dos efeitos aleatórios e R é a matriz 
de variâncias-covariâncias residuais. 

Os parâmetros aleatórios dos modelos mistos foram 
preditos usando o melhor preditor linear não viesado – 
BLUP, e os parâmetros dos efeitos fixos foram estimados 
usando o melhor estimador linear não viesado – BLUE 
(MCCULLOCH; SEARLE, 2001). Desse modo, a solução 
conjunta para estimar os valores de β e predizer os valores de 
τ, passa pela resolução por um sistema de equações (Equação 
2). 

൤XᇱRିଵX XᇱRିଵX
ZᇱRିଵX ZᇱRିଵZ + Dିଵ൨ ൤β෠

τො
൨ = ൤

XᇱRିଵy

ZᇱRିଵy
൨  (02)

   
Para a estimação e predição dos parâmetros β෠ e τො 

respectivamente, do modelo, é necessário estimar os 
parâmetros de R e D, que são desconhecidas na maioria das 
vezes. A estimação de D e R pode ser realizada por vários 
métodos, dentre os quais destaca-se o método de máxima 
verossimilhança restrita (REML) (MCCULLOCH; SEARLE, 
2001). Isso resulta nas estimativas dos parâmetros fixos, nas 
variâncias e covariâncias dos efeitos aleatórios, e na variância 
do resíduo do modelo selecionado. 

 
2.4. Ajuste e critérios de avaliação dos modelos 

A precisão dos modelos tradicionais foi avaliada por meio 
das seguintes estatísticas: coeficiente de determinação 
ajustado (Equação 3), erro padrão da estimativa (Equação 4), 
teste F da análise de variância, significância dos coeficientes 
da regressão (β0, β1 e β2), pelo teste t (α = 0,05) e a análise 
gráfica dos resíduos. A normalidade dos resíduos foi avaliada 
pelo teste de Shapiro-Wilk, com 95% de probabilidade. Os 
modelos mistos foram avaliados pelas mesmas estatísticas 
mencionadas acima, além dos critérios de informação de 
Akaike (Equação 5) e Bayesiano (Equação 6).  

 
Rୟ୨.

ଶ = 1 −
ୗ୕୰ୣ୥

ୗ୕୲୭୲ୟ୪
. ቀ

୬ିଵ

୬ି୮ିଵ
ቁ                                 (03) 

 

S୷୶% = ට
∑ (ୌ୲౟ିୌ୲ഠ

෢ )మ౤
౟సభ

୬ି୮
. 100                                 (04) 

 
AIC = −2 ln (mv)  + 2p                                 (05) 

 
BIC = −2 ln (mv)  + p ln (n)                                (06) 

 
em que: Rୟ୨.

ଶ = coeficiente de determinação ajustado; n  = número de 
observações; p  = número de parâmetros do modelo (não inclui o β଴ ); 
SQreg = soma de quadrados da regressão; SQtotal = soma de quadrados 
total; S୷୶%= erro padrão da estimativa em porcentagem; Ht୧= altura total 
observada; Htన

෢  = altura total estimada; AIC = Critério de Informação de 
Akaike; mv  = valor da máxima verossimilhança; BIC  = Critério de 
Informação Bayesiano. 

 
As validações dos modelos tradicionais e mistos foram 

realizadas com 421 árvores no primeiro cenário e 407 árvores 
no segundo cenário. O processo de validação foi realizado 
com base na análise gráfica das alturas estimadas em função 
das alturas observadas, por meio de regressão linear simples. 

Os modelos foram ajustados utilizando-se o Software R 
(R CORE TEAM, 2020), sendo que para o ajuste dos 
modelos não lineares e mistos, foi utilizado o pacote nlme 
(PINHEIRO; BATES, 2020). Os modelos tradicionais foram 
ajustados pelo método dos mínimos quadrados ordinários, 
enquanto os modelos mistos foram ajustados pelo método 
da máxima verossimilhança restrita, ambos pressupondo 
ε   ~  N(0, σ^2). Embora tenham sido ajustados dez modelos 
hipsométricos, apenas os quatro melhores foram 
apresentados nos resultados de cada cenário. Após a 
indicação do modelo mais adequado para a aplicação da 
modelagem mista, apenas a combinação dos coeficientes de 
maior efeito aleatório foi apresentada. 

 
3. RESULTADOS 

Para a estimativa da altura total do primeiro cenário do 
banco dados, observou-se que os quatro melhores modelos 
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ajustados foram os lineares de Trorey (modelo 2), Henricksen 
(modelo 4), Stoffels (modelo 5) e o modelo não linear de 
Prodan (modelo 10) (Tabela 2).  

Na Figura 2, observa-se dispersão dos dados, viés nas 
estimativas e pontos discrepantes. Pela Tabela 3, observa-se 
que o tratamento dos pontos discrepantes resultou em 
melhoria no ajuste. De modo geral, houve um aumento 
médio de 10,4% no R²aj. e uma diminuição média de 4,5% 
para o 𝑆௬௫% , evidenciando o aumento da precisão das 
estimativas pela remoção dos pontos discrepantes. 

Na Figura 3 verifica-se que com a remoção dos pontos 
discrepantes os dados apresentaram melhor disposição 
gráfica dos resíduos.  

 
Tabela 2. Parâmetros estatísticos dos modelos tradicionais de 
relação hipsométrica ajustados ao cenário I do banco de dados. 
Table 2. Statistical parameters of the traditional hypsometric 
relationship models adjusted for scenario I of the database. 
Modelo β଴ βଵ βଶ R²aj. S୷୶% F 

2 4,5857* 0,4808* -0,0033* 0,552 27,855 1036,00* 
4 -2,9040* 5,4042*  0,540 28,216 1976,19* 
5 1,0182* 0,5022*  0,541 28,183 2083,11* 
10 -2,0105* 1,1588* 0,0320* 0,555 27,740 1041,86* 

* = significância a 5%. 
* = significance at the 5% level. 

 
 

 

 
Figura 2. Distribuição dos resíduos dos modelos de relação 
hipsométrica ajustados ao cenário I do banco de dados. 
Figure 2. Distribution of the residuals of the adjusted hypsometric 
relationship models for scenario I of the database. 
 
 
Tabela 3. Parâmetros estatísticos dos modelos de relação 
hipsométrica ajustados ao cenário II do banco de dados. 
Table 3. Statistical parameters of the hypsometric relationship 
models adjusted for scenario II of the database. 
Modelo β଴ βଵ βଶ R²aj. S୷୶% F 

2 3,7240* 0,5809* -0.0051* 0,654 23,404 1540,40* 
4 -3,8760* 5,7993*  0,650 23,530 3030,20* 
5 0,9151* 0,5473*  0,644 23,754 3259,03* 
10 -0,7035* 0,9949* 0.0346* 0,657 23,310 1560,55* 

* = significância a 5%. 
* = significance at the 5% level. 

 
Figura 3. Distribuição dos resíduos dos modelos de relação 
hipsométrica ajustados ao cenário II do banco de dados. 
Figure 3. Distribution of the residuals of the adjusted hypsometric 
relationship models for scenario II of the database. 
 

Na Tabela 4 estão apresentadas as estatísticas de ajuste 
dos modelos ajustados com a inclusão das covariáveis 
espécie, família botânica e classe de DAP, para o primeiro 
cenário, considerando apenas a combinação entre os 
coeficientes que apresentou maior efeito aleatório (interação 
entre os coeficientes β0, β1 e β2). 

A inclusão da covariável "espécie" no modelo 
selecionado resultou em aumento de precisão, comprovado 
pelo incremento de 11,00% no R²aj. e na redução de 3,61% 
no 𝑆௬௫%,. Por outro lado, ao considerar a família botânica 
como um efeito aleatório, constatou-se um ganho menor de 
precisão. No entanto, a qualidade do ajuste foi reforçada pela 
diminuição dos valores dos critérios AIC e BIC em relação 
ao modelo selecionado, o que indica maior explicação da 
variância total. Não houve melhoria na precisão dos ajustes 
com a inclusão da covariável classe de DAP no modelo, 
tendo os critérios de AIC e BIC apresentado aumento, 
indicando perda de informação na estimativa.  

Ao analisar a distribuição dos resíduos do modelo original 
e dos modelos modificados pela inclusão das covariáveis 
(Figura 4), observa-se leve heterocedasticidade. Este 
problema é evidenciado pela variação decrescente, em forma 
de funil, dos valores plotados. No entanto, a inclusão das 
covariáveis espécie e família botânica resultou em uma 
distribuição de resíduos mais centralizada e equilibrada, com 
redução da tendenciosidade. Por outro lado, a inclusão do 
fator aleatório de classe de DAP não contribuiu para explicar 
a variância total, nem melhorou a estimativa da altura nem a 
distribuição dos resíduos. 

O modelo modificado, com a inclusão da covariável 
espécie na interação entre os três coeficientes, foi o mais 
preciso, apresentando a melhor e mais equilibrada 
distribuição residual, e foi considerado o mais adequado para 
o estabelecimento da relação hipsométrica no primeiro 
cenário do banco de dados. 

Como constatado anteriormente, o tratamento dos 
pontos discrepantes resultou em melhoria na precisão dos 
ajustes e em ganhos percentuais subsequentes quando 
combinado à inclusão das covariáveis espécie e família 
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botânica (Tabela 5). A inclusão da covariável classe de DAP 
também não melhorou a precisão do ajuste no segundo 
cenário. Este fato é atestado pela semelhança entre os valores 

de R²aj. e 𝑆௬௫% com o modelo original e com os maiores 
valores de AIC e BIC.  

 
 

Tabela 4. Parâmetros estatísticos do modelo de relação hipsométrica selecionado e dos modelos ajustados com a inclusão das covariáveis 
espécie, família botânica e classe de DAP, no primeiro cenário do banco de dados, por meio da modelagem mista. 
Table 4. Statistical parameters of the selected hypsometric relationship model and of the models fitted with the inclusion of the covariates 
species, botanical family, and DBH class, for the first scenario of the database, through mixed modeling. 

Modelo Covariável β଴ βଵ βଶ R²aj. Syx% AIC BIC 
Trorey - 4,5857* 0,4808* 0,0033* 0,552 27,855 8311,47 8311,47 
Trorey. 
b012 

Espécie 4,8050* 0,4753* -0,0040* 0,662 24,247 8196,26 8250,54 

Trorey. 
b012 

Família 4,4411* 0,5121* -0,0046* 0,620 25,717 8251,94 8306,21 

Trorey. 
b012 

Classe 
 DAP 

5,3250* 0,4518* -0,0032* 0,560 27,647 8342,65 8396,92 

* = significância a 5%; * = significance at 5%. 

 
Tabela 5. Parâmetros estatísticos do modelo de relação hipsométrica selecionado e dos modelos ajustados com a inclusão das covariáveis 
espécie, família botânica e classe de DAP, para o segundo cenário do banco de dados, por meio da modelagem mista 
Table 5. Statistical parameters of the selected hypsometric relationship model and of the models fitted with the inclusion of the covariates 
species, botanical family, and DBH class, for the second scenario of the database, by means of mixed modeling. 

Modelo Covariável β଴ βଵ βଶ R²aj. Syx% AIC BIC 
Trorey - 3,7240* 0,5809* 0,0051* 0,654 23,404 7468,04 7489,62 
Trorey. 
b012 

Espécie 3,8225* 0,5803* -0,0055* 0,732 20,627 7382,17 7436,11 

Trorey. 
b012 

Família 3,6013* 0,6014* -0,0059* 0,706 21,583 7402,10 7456,04 

Trorey. 
b012 

Classe  
DAP 

3,3040* 0,6130* -0,0056* 0,661 23,178 7492,83 7546,77 

* = significância a 5%. * = significance at 5%. 
 

 

 
Figura 4. Distribuição dos resíduos do modelo de relação 
hipsométrica selecionado e dos modelos ajustados com a inclusão 
das covariáveis espécie, família botânica e classe de DAP no 
primeiro cenário do banco de dados, por meio da modelagem mista. 
Figure 4. Distribution of the residuals of the selected hypsometric 
relationship model and of the models fitted with the inclusion of the 
covariates species, botanical family, and DAP class, for the first 
scenario of the database, through mixed modeling.  
 

Na Figura 5, observa-se melhoria visível na dispersão de 
resíduos, sobretudo quanto à homogeneidade da variância e 
à redução dos pontos dispersos, com exceção do modelo 
misto com a classe de DAP como fator aleatório, que não 
apresentou melhorias.  

Logo, a combinação do procedimento de tratamento dos 
pontos discrepantes associado à modelagem mista, com a inclusão 
do fator aleatório “espécie” na interação entre os três coeficientes, 

resultou em um aumento de 18,0% no R²aj. e diminuição de 7,2% 
no 𝑆௬௫%,  em relação ao modelo de Trorey selecionado para o 
primeiro cenário do banco de dados, o que representa a estratégia 
de melhor desempenho. No procedimento de validação (Figura 6), 
espera-se que os pontos dos dados se aproximem o máximo possível 
da linha de regressão ajustada, indicando maior explicação da 
variância pelo modelo de regressão. 

 

 

 
 
Figura 5. Distribuição dos resíduos do modelo de relação 
hipsométrica selecionado e dos modelos ajustados com a inclusão 
das covariáveis espécie, família botânica e classe de DAP, no 
segundo cenário do banco de dados, por meio da modelagem mista. 
Figure 5. Distribution of the residuals of the selected hypsometric 
relationship model and of the models fitted with the inclusion of the 
covariates species, botanical family, and DBH class, for the second 
scenario of the database, through mixed modeling. 
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Figura 6. Gráfico de validação dos modelos de relação hipsométrica 
selecionados, sendo modelo tradicional para (A) o primeiro cenário 
e (B) segundo cenário e, modelagem mista com a covariável espécie 
(C) para o primeiro cenário (D) para o segundo cenário. 
Figure 6. Validation plot of the selected hypsometric relationship 
models, traditional model for (A) the first scenario and (B) the 
second scenario; and mixed-effects modeling with species as a 
covariate for (C) the first scenario and (D) the second scenario. 
 

A validação do modelo tradicional de Trorey, ajustado 
para o primeiro cenário (Figura 6A), mostrou-se eficaz, com 
pequenas e não viesadas diferenças entre os valores 
observados e os preditos pelo modelo. O ajuste do modelo 
de Trorey para o segundo cenário (Figura 6B) foi ainda 
melhor, como consequência da diminuição da variabilidade 
dos dados e aumento da precisão do ajuste. A modelagem 
mista, ao adicionar a covariável espécie melhorou 
significativamente a precisão do ajuste, aproximando os 
dados da linha de regressão ajustada (Figura 6C). Tal 
conclusão já era esperada, devido ao modelo misto 
incorporar a variabilidade do fator espécie na estimativa de 
seus parâmetros, haja vista que o fator espécie apresenta alta 
correlação com o desenvolvimento e crescimento do 
indivíduo. A validação mostrou-se ainda mais eficaz ao 
utilizar o modelo misto de Trorey ajustado para o segundo 
cenário (Figura 6D), resultando em alturas estimadas mais 
próximas das observadas em campo, como consequência da 
diminuição da dispersão dos dados, decorrente da remoção 
de outliers e pontos influentes, e da inclusão da variabilidade 
do fator espécie nos três parâmetros do modelo. 

 
4. DISCUSSÃO 

Os valores dos coeficientes de determinação ajustado 
(R²aj.) e dos erros ( S୷୶% ) foram considerados aceitáveis 
devido à fraca correlação entre o diâmetro e a altura em 
florestas inequiâneas (ARAÚJO et al., 2012). Essa relação é 
influenciada pela distribuição diamétrica exponencial 
negativa em formato de "J" invertido, na qual há maior 
concentração de indivíduos em classes de diâmetro inferiores 
e alta variabilidade de alturas dentro de uma mesma classe de 
diâmetro (ASSMANN, 1970; MARANGON et al., 2008). 

Este fato foi verificado, uma vez que mais de 80% dos 
indivíduos estão agrupados nas duas primeiras classes de 
diâmetro. Resultados semelhantes foram observados por 
Marangon et al. (2008) em um fragmento de Floresta 
Estacional Semidecidual em Viçosa, Minas Gerais, onde a 
maioria dos indivíduos arbóreos concentrou-se nas três 
primeiras classes de diâmetro e altura.  

Na Figura 2, observa-se dispersão dos dados, viés nas 
estimativas e a presença de pontos discrepantes. Esses 
resultados são atribuídos à capacidade limitada dos modelos 
hipsométricos em explicar a relação biológica em florestas 
nativas. Isso ocorre devido à alta variabilidade das alturas 
dentro de uma mesma classe de diâmetro e à ampla 
diversidade de espécies, que apresentam diferentes 
parâmetros de crescimento e estágios sucessionais (CURTO 
et al., 2014).  

Sendo assim, o modelo linear de Trorey (modelo 2) foi 
escolhido para o objetivo em questão devido as estatísticas 
de R²aj. e 𝑆௬௫% mais precisas e com a melhor dispersão dos 
resíduos. Embora a linearidade não represente bem o 
crescimento biológico, esta escolha é válida, uma que vez, de 
acordo com Sena et al. (2015), a adição de um termo 
quadrático melhora o desempenho do modelo ao representar 
o efeito não linear, tornando-o mais adequado para 
representar o crescimento em altura. 

Na Figura 3 verifica-se que, após a remoção dos pontos 
discrepantes, os resíduos apresentaram uma distribuição 
gráfica mais homogênea. Isto se explica pelo fato de que os 
pontos discrepantes atuam como alavancas, afetando a 
estimativa dos parâmetros do modelo.  Estudos com dados 
de inventários florestais demonstram que a inclusão ou 
remoção de observações discrepantes pode alterar de forma 
relevante as estimativas de biomassa e sua variância, 
reforçando a necessidade de critérios consistentes para a 
identificação desses registros (KNOTT et al., 2023). 
Entretanto, em florestas nativas, valores extremos não devem 
ser automaticamente interpretados como erros, uma vez que 
podem refletir a elevada heterogeneidade estrutural desses 
ecossistemas, incluindo a ocorrência de indivíduos de grande 
porte ou de espécies com características distintas das 
predominantes na comunidade. Dessa forma, a remoção dos 
pontos discrepantes foi realizada com base em critérios 
estatísticos e na avaliação da consistência dos dados, de modo 
a minimizar a influência de observações potencialmente 
distorcidas, sem comprometer a representatividade ecológica 
da amostra. 

O modelo linear de Trorey e o não linear de Prodan 
foram os que apresentaram as estatísticas de ajuste mais 
precisas. Porém, optou-se pelo modelo linear de Trorey 
devido à maior facilidade de ajuste e à menor necessidade de 
recursos computacionais, em comparação com a estrutura 
não linear.  

Estudos sobre a inclusão de covariantes na modelagem 
hipsométrica mista estão avançando, mas ainda são limitados, 
especialmente em florestas inequiâneas. Embora existam 
alguns trabalhos na literatura, a maioria está focada em 
povoamentos plantados, como os estudos de Mendonça et 
al. (2015) em plantios de Eucalyptus spp; e de Oliveira et al. 
(2015) em povoamento não manejado de Eucalyptus spp. em 
idade avançada; Sena et al. (2015), para duas espécies de Pinus 
tropicais, entre outros. No estudo de Mendonça et al. (2015), 
observou-se melhoria nos valores de S୷୶%  quando a 
variabilidade da idade e do material genético foram 
consideradas como covariáveis no ajuste do modelo. Isso 

(A) (B) 

(C) (D) 
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ocorre porque essas variáveis têm impacto direto na resposta 
das árvores quanto à altura total.  

A ausência de ganho de precisão com a classe de DAP 
sugere que essa categorização não constitui uma fonte 
adicional de variabilidade suficientemente consistente para 
justificar sua inclusão como efeito aleatório. Isso pode se 
dever à concentração da maioria dos dados nas duas 
primeiras classes de DAP, o que dificulta a diferenciação das 
alturas estimadas devido à variabilidade introduzida por cada 
classe. Sendo assim, embora o DAP seja uma das principais 
variáveis associadas à altura das árvores, sua categorização em 
classes representa apenas parcialmente a variação estrutural 
dos indivíduos. Além disso, em florestas naturais, árvores 
pertencentes a uma mesma classe de DAP podem apresentar 
diferenças substanciais em altura associados à competição, à 
estrutura do povoamento, às condições ambientais e às 
características funcionais das espécies, que podem explicar 
variações adicionais na altura que não são capturadas pelo 
DAP isoladamente (CUI et al., 2022; YANG et al., 2022; 
FENG et al., 2024; ZHENG et al., 2026).  

Quanto à validação, é importante ressaltar que a estratégia 
adotada considerou, conforme descrito por Ayer; Bhatta 
(2026), a estrutura dos dados, o tamanho da amostra e o 
objetivo da modelagem. Nesse sentido, o tamanho amostral 
disponível no presente estudo permitiu manter um conjunto 
de validação suficientemente representativo, sem 
comprometer o número de observações destinadas ao ajuste, 
o que torna a estratégia adotada adequada para a avaliação do 
desempenho preditivo dos modelos. 

Em relação a melhoria substancial da precisão dos 
modelos com a inclusão da espécie como efeito aleatório, esta 
pode ser interpretada não apenas como uma consequência 
estatística da heterogeneidade dos dados, mas também como 
reflexo de diferenças ecológicas e funcionais entre as 
espécies.  

A relação altura-diâmetro pode variar substancialmente 
entre espécies, e essa variação está associada à qualidade do 
sítio, à competição, à densidade do povoamento e às 
condições ambientais (CUI et al., 2022; JHA et al., 2023; 
FENG et al., 2024). Assim, árvores pertencentes à mesma 
classe de DAP podem ocupar posições distintas no dossel e, 
consequentemente, estar submetidas a diferentes níveis de 
competição por luz e espaço. A incorporação da espécie 
como efeito aleatório permite, portanto, acomodar parte 
dessa variação interespecífica não explicada pelas variáveis 
dendrométricas utilizadas no modelo, proporcionando maior 
capacidade preditiva dos modelos (CUI et al., 2022; JHA et 
al., 2023). Outros fatores, como índices de competição, são 
considerados variáveis importantes a serem testadas na 
estimativa de altura, embora nem sempre seja certo que a 
precisão dos modelos possa ser melhorada pela inclusão dos 
efeitos da competição em vizinhança próxima (CUI et al., 
2022; YANG et al., 2022). 

Estudos sobre a modelagem mista em florestas nativas 
aplicados à área de mensuração e manejo florestal, 
especialmente quanto às aplicações na modelagem 
hipsométrica, são recentes no Brasil (CYSNEIROS et al., 
2020; SILVA et al., 2024; RIBEIRO et al., 2026), e 
apresentam implicações práticas, visto que previsões precisas 
da altura podem aumentar a precisão do inventário florestal 
(RIBEIRO et al., 2026), otimizando as estimativas de volume 
e biomassa.  

Assim sendo, a partir dos resultados, nota-se a grande 
importância de estudar a aplicação de covariáveis na relação 

hipsométrica, com a expectativa de obter maior precisão nas 
estimativas dos parâmetros, uma vez que a relação 
altura/diâmetro é influenciada por inúmeros fatores 
ambientais e biológicos. 

 
5. CONCLUSÕES 

O modelo de Trorey foi recomendado devido à melhor 
qualidade dos ajustes, o que fornece estimativas consistentes 
da altura das árvores no fragmento de Floresta Estacional 
Semidecidual. 

A identificação e remoção de pontos discrepantes 
revelaram-se um procedimento crucial para aprimorar a 
precisão dos ajustes, possibilitando a obtenção de relações 
hipsométricas mais confiáveis e representativas da variação 
da altura. 

A modelagem mista, ao incorporar a variabilidade dos 
fatores aleatórios de espécie e de família botânica na interação 
entre os três coeficientes, mostrou-se uma abordagem eficaz 
para aumentar a precisão das estimativas, sobretudo quando 
se aplicou o tratamento de pontos discrepantes em conjunto 
com a modelagem mista. 
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