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Resumo: A analise multivariada de uma forma bem geral refere-se aos métodos estatisticos que analisam
simultaneamente multiplas medidas em cada individuo ou objeto sob investigagcdo. Nesse contexto, entre as
técnicas de multivariadas, a andlise de componentes principais (ACP) é uma das técnicas estatisticas mais
utilizadas na analise de dados em diversas areas do conhecimento, como agronomia, zootecnia, ecologia, florestal,
medicina, etc. Assim, discute-se neste artigo a aplicabilidade e a interpretagdo da anélise de componentes
principais e com utilizacdo do grafico biplot. Também, faz-se uma discussdo quanto a escolha da metodologia
mais adequada, levando em consideracdo a informacao requerida e os objetivos do pesquisador.

Palavras-chave: Analise multivariada; biplot.

Abstract: The multivariate analysis of a well generally refers to all statistical methods to analyze simultaneously
multiple measurements on each individual or object under investigation. In this context, among the multivariate
techniques, principal component analysis (PCA) is one of the statistical techniques most commonly used in data
analysis in various areas of knowledge, such as agronomy, animal science, ecology, forestry, medicine, etc. Thus,
this review article discusses the applicability and interpretation of principal component analysis and use of the
biplot graph.Also, discuss the choice of the most appropriate methodology, taking into account the information
required and the goals of the investigator.

Keywords: multivariate analysis; biplot.

de dados, com menor perda possivel da
informacdo, contudo é importante ter uma

INTRODUCAO

A andlise de componentes principais
(ACP) é uma técnica multivariada de
modelagem da estrutura de covariancia. A
técnica foi inicialmente descrita por
Pearson (1901) e uma descri¢do de métodos
computacionais praticos veio muito mais
tarde com Hotelling (1933, 1936) que usou
com o proposito determinado de analisar as
estruturas de correlagdo. A ACP é uma
técnica estatistica de analise multivariada
que transforma linearmente um conjunto
original de varidveis, inicialmente
correlacionadas entre si, num conjunto
substancialmente menor de variaveis nédo
correlacionadas que contém a maior parte
da informac&o do conjunto original.

A ACP é a técnica mais conhecida e
esta associada a ideia de redugdo de massa
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visdo conjunta de todas ou quase todas as
técnicas da estatistica multivariada para
resolver a maioria dos problemas praticos,
também ¢ associada a ideia de reducdo de
massa de dados, com menor perda possivel
da informacdo. Procura-se redistribuir a
variacdo observada nos eixos originais de
forma a se obter um conjunto de eixos
ortogonais ndo correlacionados (MANLY,
1986; HONGYU, 2015).

A ACP é uma técnica da estatistica
multivariada que consiste em transformar
um conjunto de variaveis originais em outro
conjunto de varidveis de mesma dimenséo
denominadas de componentes principais.
Os componentes principais apresentam

propriedades importantes: cada
componente principal € uma combinagédo
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linear de todas as varidveis originais, sao
independentes entre si e estimados com 0
propdsito de reter, em ordem de estimacéo,
0 méximo de informagdo, em termos da
variagdo total contida nos dados
(JOHNSON; WICHERN, 1998;
HONGYU, 2015).

O objetivo principal da analise de
componentes principais ¢ o de explicar a
estrutura da variancia e covariancia de um
vetor aleatdrio, composto de p-variaveis
aleatérias, por meio de combinagdes
lineares das varidveis originais. Essas
combinagbes lineares sdo chamadas de
componentes  principais e sdo nao
correlacionadas entre si (SANDANIELDO,
2008).

Esta técnica pode ser utilizada para
geracdo de indices e agrupamento de
individuos. A andlise agrupa os individuos
de acordo com sua variacdo, isto &, 0s
individuos sdo agrupados segundo suas
variancias, ou seja, segundo  seu
comportamento dentro da populacdo,
representado pela variagdo do conjunto de
caracteristicas que define o individuo, ou
seja, a técnica agrupa os individuos de uma
populacdo segundo a variacdo de suas
caracteristicas.

De acordo com Kubrusly (2001), para
se estabelecer um indice que possibilite
ordenar um conjunto de n objetos, segundo
critério definido por um conjunto de m
variaveis adequadas, é necessario escolher
0S pesos ou ponderagdes das variaveis de tal
forma que traduzam a informacdo contida
na variavel. Para a construcdo de um indice
como combinagdo linear de varidveis, é
desejavel que este contenha 0 maximo de
informacdo fornecida pelo conjunto de
variaveis selecionadas. Um método que cria
combinagcbes lineares com  maxima
variancia € a analise de componentes
principais (SANDANIELO, 2008).

Segundo Regazzi (2000), apesar das
técnicas de anélise multivariada terem sido
desenvolvidas para resolver problemas
especificos, as mesmas podem ser
utilizadas para resolver outros tipos de
problemas como reducéo da
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dimensionalidade das variaveis, agrupar 0s
individuos (observagdes) pelas
similaridades, em diversas éareas do
conhecimento, por exemplo, agronomia,
fitotecnia, zootecnia, ecologia, biologia,
psicologia, medicina, engenharia florestal,
etc.

Assim, 0 objetivo deste artigo €
fornecer informacgbes sobre a ACP que
auxilie pesquisadores na escolha e
utilizacdo da técnica para analisar e
interpretar resultados.

MATERIAL E METODOS

O conjunto de dados utilizado neste
(artigo) foi retirado do SAS (2008) sobre
um censo que forneceu informagdes sobre a
taxa de criminalidade de algumas cidades
dos Estados Unidos: New York, Los
Angeles, Detroit, Washington, Hartford,
Honolulu,  Boston,  Tueson,Portland,
Denver, Chicago, Atlanta, Houston, Dallas,
New Orleans e Kansas City . Todas as
analises deste artigo foram feitas por meio
de rotinas computacionais implementadas
no software R 3.0.1 (R Development Core
Team, 2014).

Um conjunto de dados sobre a taxa de
criminalidade de algumas cidades dos
Estados Unidos, citadas acima foi utilizado
para exemplificar a técnica e sete variaveis
foram estudadas: Xi: Assassinato; Xo:
Estupro; Xs: Roubo; Xa: Assalto; Xs:
Arrombamento; Xs: Pequenos furtos e Xz:
Roubo de veiculos.

A obtencdo dos componentes
principais é realizada por meio da
diagonalizacdo de matrizes simétricas
positivas semi-definidas. Entdo, podem-se
calcular 0os componentes principais
facilmente e utilizd-los em diferentes
aplicagbes nas mais variadas é&reas
cientificas. Esta facilidade e funcdo da
existéncia de inUmeros programas capazes
de realizar célculos matriciais para
diagonalizar uma matriz simétrica positiva
semi-definida. Muitos pesquisadores tém
utilizado a andlise de componentes
principais para resolver problemas como da
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multicolinearidade em regressdao linear,
para estimar fatores, que representam outra
técnica multivariada de modelagem da
matriz de covariancias, para realizar a
modelagem da interacdo entre fatores em
experimentos sem repeticdo, estudos de
divergéncia e agrupamento entre genotipos
em estudo de genética e melhoramento de
plantas e animais, entre  outras
possibilidades (HONGYU, 2012;
JOHNSON; WICHERN, 1998).

A ACP tem como principais
vantagens: retirar a multicolinearidade das
variaveis, pois permite transformar um
conjunto de variaveis originais
intercorrelacionadas em um novo conjunto
de varidveis ndo  correlacionadas
(componentes principais). Além disso,
reduz muitas varidveis a eixos que
representam algumas variaveis, sendo estes
eixos perpendiculares (ortogonais)
explicando a variagdo dos dados de forma
decrescente e independente (HONGYU,
2015; REGAZZI, 2000).

As desvantagens sdo: a sensibilidade
a outliers, ndo recomendada quando se tem
duplas auséncias (muitos zeros na matriz) e
dados ausentes. A ACP também ndo é
recomendada quando se tem mais variaveis
do que unidades amostrais. Ao reduzir o
nimero de variaveis, h& perda da
informacdo de variabilidade das variaveis
originais. Mas que a parte explicada seja o
padrdo de resposta e a outra parte o ruido,
ou seja, erro de medida e redundancia. A
ACP nem sempre funciona (as vezes
mesmo com a reducdo ainda continua
grande). E o caso de variaveis originais
pouco correlacionadas, com o caso extremo
da R =1, os componentes principais séo as
préprias variaveis originais (HONGYU,
2015; REGAZZI, 2000).

Sejam as variaveis Xi, Xz, . . ., Xpem
cada um de n individuos ou unidades
experimentais. Este conjunto de n x p
medidas origina uma matriz de dados X (n

X p):
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xll xlp
X: . .
xnl xnp

Para a obtencdo dos componentes
principais de uma forma geral, seja um
conjunto de p variaveis X1, Xz, . . ., Xp com
médias w1, 12, . . .up € Variancia o1?, 622, o3%,.
.., 0p?, respectivamente. Estas variaveis nio
sdo independentes e portanto, possuem
covariancia entre a i-ésima e Kk-ésima
variavel definida por oix, parai#k =1,2, ..
., p. Entdo as p varidveis podem ser
expressas na forma vetorial por: X=[X1, X2,
... Xp]', com vetor de médias p= [z, p2, .
.., Up]' € matriz de covarianciaXx.

2 2
0'11 Ry 0’1p
T=: .
2 2
On1 ° Onn
Encontram-se os pares de autovalores
e autovetores (A1, e1), (A2, €2), . . ., (Ap, €p),

em que A1 >22>...>2\p, associados a X e
entdo o i-ésimo componente principal é
definido por (JOHNSON; WICHERN,
1998; HONGYU, 2015):

Zi = e;X
= eile + €i2X2+ ot eipo
A variavel Z;, ¢ uma variavel latente,

ou seja, ndo é mensurada a partir do
experimento ou levantamento amostral
(JOHNSON; WICHERN, 1998). O
objetivo é determina-la a partir das p
variaveis contidas no vetor X. A idéia é
projetar os pontos coordenados originais em
um plano maximizando a distancia entre
eles, o que equivale a maximizar a
variabilidade da variavel latente Z;. A
variancia de Z; é dada por

Var(Z;) = Var(e;X)
= e;Var(X)e;
=e;Xe;
emquei=1,...,p.

Utilizando a decomposicdo espectral
da matriz X, dada porX = PAP', em
quePé a matriz composta pelos
autovetores de X em suas colunas ed, a
matriz diagonal de autovalores deX, entéo,
tem-seque
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tr(2) = tr(PAP") = tr(AP'P) = tr(Al)
P

— tr(A) = Z A

e
A, 0 = 0
a=|0 A0
0 0 ' A

Etr(2) é dada pela soma dos
elementos da diagonal:

14 14
tT'(E) = Z Oj; = Z/ll
i=1 i=1

Portanto, a variabilidade total contida
nas variaveis originais € igual a
variabilidade total contida nos componentes
principais (JOHNSON; WICHERN, 1998).
A contribuicdo de cada componente
principal (Z;) é expressa em porcentagem, e
aexplicacdo individual de cada componente
pode ser calculada, por exemplo, para k-
ésimo componente principal a proporcao da
explicacédo é dada por:

Var(Z;)
T e — Var(zl).mo
i=1 i
A
=55 100
=11
Tt
tr(S)’
Pela proporcdo de explicacdo da
variancia total, que o modelo de k
componentes principais € responsavel,
podemos determinar 0 numero de
componentes que deve-se reter. Em muitos
casos, adota-se modelos que expliquem
pelos menos 80% da variacdo total
(JOHNSON; WICHERN, 1998).
Em geral escolhe-se 0o componente
principal de maior importancia (o primeiro
componente principal) como sendo aquele

: L max A :
de maior variancia ( ), que explique

0 méaximo de variabilidade dos dados, o
segundo componente de maior importancia,
0 que apresenta a segunda maior variancia e
assim sucessivamente, até o componente

100
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principal de menor importancia (MANLY,
1986). Por outro lado, os dltimos
componentes principais serdo responsaveis
por direcbes que ndo estdo associadas a
muita variabilidade. Em outras palavras,
esses Ultimos componentes principais
identificardo relacOes lineares entre as
variaveis originais préximo de constante
(JOHNSON; WICHERN, 1998;
ANDERSON, 2003; FERREIRA, 2011).
Outro método muito utilizado pelos
pesquisadores é o critério de Kaiser
(KAISER, 1958) para selecionar os
componentes principais (CPs) que explicam
a maior parte da variacdo dos dados. Este
critério obtém CPs com valores proprios
maiores do que a unidade (4; > 1), isto é,
0S principais componentes que explicam a
maior parte da variacdo no conjunto de
dados (SAVEGNAGO et al.,, 20011). O
critério adotado por Jolliffe (1972, 1973)
para descartar o nimero de CPs deve ser
igual a0 numero de componentes cuja
variancia é inferiora 0,7 (1; < 0,7).

RESULTADOS E DISCUSSOES

Com base nos resultados obtidos pela
técnica dos componentes principais, 0S
respectivos autovalores e porcentagens da
variancia explicada por cada um estdo
apresentados na Tabela 1. Os dois primeiros
PCs foram responsaveis por 68.13% da
variacdo total, sobre a taxa de criminalidade
de algumas cidades dos Estados Unidos, em
que o PC1 foi responsavel por 49,37% e o
segundo, PC2, por 18,76% das variacGes
dos dados.

Paivaetal., (2010), em estudo com 11
caracteristicas de producdo com aves de
corte, verificaram que apenas trés
componentes principais eram suficientes
para explicar 77% da variancia total das
caracteristicas. Enquanto que Meira et al.,
(2013) em 13 caracteristicas
morfofuncionais de cavalos da raca
Mangalarga Machador obtiveram 6
componentes principais com autovalores
inferiores a 0,7 os quais explicaram 78,57%
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da variacao total das informacdes (FRAGA

etal., 2015).

Para a determinacdo do numero de
componentes principais, verificou-se que
como os dois primeiros CPs gerados a partir
desta analise que tem autovalores > 1 (4; >
1) (Kaiser, 1958; FRAGA, et al., 2015) e foi
responsavel por 68,13% da variancia total

no conjunto de dados, os dois CPs foram
retidos, com o auxilio do screeplot (Figura
1) e estdo apresentados na Tabela 2.
Portanto, dois primeiros componentes
principais resumem  efetivamente a
variancia amostral total e podem ser
utilizados para o estudo do conjunto de
dados.

Tabela 1: Componentes principais (CPs), autovalores (4;) e porcentagem da variancia explicada e proporcéo
acumulada (%) pelos componentes.

Componente Autovalores Proporcao Proporcao

Principal Acumulada
(%)

PC1 3,45 49,37 49,37

PC2 1,31 18,76 68,13

PC3 0,97 13,89 82,03

PC4 0,58 8,36 90,40

CP5 0,39 5,64 96,04

CP6 0,17 2,44 98,49

CP7 0,10 1,50 100,00

Figura 1.0 screeplot dos autovalores dos componentes principais.
w0

Autovalores

[32]

o

0.0

3

4 5 6 7

Numero de componentes

Tabela 2: Coeficientes de ponderacdo das caracteristicas e seus coeficientes de correlagdes com o0s dois primeiros

componentes principais.

Variavel Coeficiente de ponderagao Correlacédo

CP1 CP2 CP1 CP2
X1 0,27 0,61 0,51 0,70
X2 0,43 0,09 0,81 0,10
X3 0,38 0,13 0,71 0,15
X4 0,46 0,28 0,85 0,33
Xs 0,38 -0,39 0,72 -0,45
Xs 0,35 -0,59 0,65 -0,67
X7 0,31 -0,10 0,59 -0,12
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Como intuito de se entender a
importancia de cada variavel na construcao
dos dois componentes foi calculado a
correlacdo entre as varidveis originais e 0s
componentes  principais, apresentados
também na Tabela 2.

Na Tabela 2, sdo apresentados, ainda,
as correlagbes com o0s dois primeiros

componentes principais e seus coeficientes
de ponderacdo de cada caracteristica.

Com a selecéo de dois componentes
principais, a redugdo da dimensdo de 7
varidveis originais para 2 componentes
principais é bastante razoavel. Portanto
decidiu-se utilizar unicamente os dois
primeiros componentes principais para a
composicao das equacbes 1 e 2.

CP1=0.27X1 + 0.43X2 + 0.38X3 + 0.46X4 + 0.39 X5 + 0.35 X6 + 0.31X7 (1)
CP2 =0.61X1 + 0.09X2 + 0.14X3+ 0.29X4 - 0.39X5 - 0.59 X - 0.11X7 (2)

De acordo com a equacdo (1) e a
Tabela 2, no primeiro componente principal
destacaram-se as variaveis Xz (Estupro) e
Xa (Assalto) e neste caso pode-se chama-lo
de componente de crimes de estupro e
assalto. E de acordo com a equacgéo (2) e
Tabela 2, no segundo componente principal
ficou evidente o0 contraste entre X
(assassinato) e Xs (Pequenos furtos),
podendo ser chamado de componente
contraste de crimes de assassinato com (e)
pequenos furtos.

As varidveis Xz e Xs apresentaram
contribuicdes similares para o CP1, isto foi
verificado pelas varidveis que tém vetor de
maior comprimento e que foram mais
proximas ao eixo CP1, mostrado na Figura
2. Existem correlacdes altas entre as

variaveis Xz, Xz e X4, pois formaram
angulos agudos entres as variaveis, também
as variaveis Xs e Xs. Ndo existe correlagédo
entre as variaveis X1 e Xe, pois forma um
angulo proximo de 90 graus, como
mostrado na Figura 2.

ACP foi usada para reduzir as
dimensfes das varidveis originais sem
perda de informacdo. Por definicdo, a
correlacdo entre os principais componentes
é zero, isto é, a variacao explicada em CP1
é independente da variacdo explicada em
CP2 e assim por diante. Isto implica que
para qualquer componente principal ndo vai
causar uma resposta correlacionada em
termos de outros componentes principais,
isto é, eles sdo ortogonais (SAVEGNAGO
et. al., 2011; FRAGA et al., 2015).

Figura 2. Biplot CP1 x CP2 sobre as variaveis (taxa de criminalidade) em algumas cidades dos Estados Unidos

pela ACP
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Figura 3. Biplot CP1 x CP2 com os individuos (cidades) sobre taxa de criminalidade pela ACP.
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Como os dois primeiros componentes CONCLUSAO

principais explicaram 68,13% da variagédo
total dos dados (Figura 3), de acordo com
Rencher (2002), pelo menos 70% da
variancia total devem ser explicadas pelos
primeiros e 0 segundo componentes
principais.

Analisando a Figura 3, que é o
BiplotCP1xCP2 com as cidades sobre taxas
de criminalidade e as equacdes (1) e (2),
pode-se concluir que, de acordo com o0s
dados de criminalidade das cidades dos
Estados Unidos e com a ACP, New York,
Los Angeles, Detroit e Washington
possuem maiores ocorréncias de taxa de
criminalidade do pais e principalmente
sobre maiores numeros de crimes de
estupro e assalto pela CP1. Hartford,
Honoluiu, Boston e Tueson foram as
cidades que apresentaram menores nimeros
de ocorréncias de taxa de criminalidade,
principalmente sobre estupro e assalto.

E pela CP2, conclui-se que cidades
como Chicago, Atlanta, Dallas e Houton
s80 as que apresentaram maiores ndmeros
de ocorréncias de taxa criminalidade sobre
assassinato e menores numeros de
ocorréncias sobre pequenos furtos. As
cidades como Honolulu, Portland e Denver
apresentaram  maiores  nameros  de
ocorréncias sobre pequenos furtos e
menores nimeros sobre assassinato.

Tendo em vista os resultados obtidos,
a analise de componentes principais se
mostrou efetiva e permitiu a retirada ou
descarte de cinco variaveis que
apresentaram baixa variabilidade ou foram
redundantes por estarem correlacionadas
com as de maior importancia para dois
componentes principais. Assim, um menor
numero de variaveis foram necessarias para
explicar a variagcdo total resultando em
economia de tempo e de recursos em
futuros trabalhos que utilizardo essa mesma
base de dados, sem perda significativa de
informacao.

Um dos objetivos da ACP, neste caso,
foi atingido, pois um namero relativamente
pequeno de componentes foi extraido (CP1
e CP2) com a capacidade de explicar a
maior variabilidade nos dados originais
(68,13%).
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